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Zrodto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

Przez ponad 400 lat uczeni postugiwali si¢ tablicami logarytmicznymi zbudowanymi dla
logarytmow o podstawie 10. Jednak nie zawsze w obliczeniach byly potrzebne wartosci
tylko takich logarytmow. Bardzo czesto nalezato podac przyblizone wartosci logarytmow
o innej podstawie. Obliczenia utatwiato wtedy zastosowanie wzoru, ktory pozwalal na
sprowadzanie logarytmow o innej podstawie, do logarytmu o podstawie 10. W tym
materiale poznamy ten wzor. Przekonamy sie, jak wielkie znaczenie dla upraszczania
wyrazen ma mozliwo$¢ sprowadzania logarytmow do tej samej podstawy (nie tylko 10).

Twoje cele

o Udowodnisz wzor na zmiang¢ podstawy logarytmu.

» Przeksztalcisz wyrazenia arytmetyczne zawierajace logarytmy.

» Zapiszesz w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajac z poznanych
wzorow logarytmicznych.

» Dobierzesz odpowiednig strategie, rozwiazujgc nietypowe problemy matematyczne
zawierajgce logarytmy.




Przeczytaj

Poznamy teraz bardzo wazny wzor, ktory pozwoli na zmian¢ podstawy logarytmu.

Twierdzenie: wzoér na zmiane podstawy logarytmu

log, ¢

Jezelia > 0,a#1,b>0,b# 1lic > 0,tolog, c = T

Wazne!

Wzor na zmiane podstawy logarytmu (zwany tez wzorem na zamian¢ podstawy
logarytmu) znacznie ulatwia obliczenia wartosci wyrazen zawierajgcych logarytmy.

Przyktad 1
Obliczymy log, 8.

Zaroéwno 4, jak i 8 to wielokrotnosci liczby 2. Nasuwa sie wiec wniosek, ze warto zapisac
log, 8 za pomoca logarytméw o podstawie 2.

_ log,8 _ 3
10g48 — Tog,4 — 2

Przyktad 2
Znajdziemy liczbe x spelniajacg warunek log,  + 2log,  + 3 logg = 6.

Sprowadzimy wszystkie logarytmy do tej samej podstawy. Mamy podobna sytuacije jak
w Przykladzie 1 - podstawy logarytmow sg potegami liczby 2. Zatem zmieniamy
podstawy logarytmow tak, aby w kazdym logarytmie podstawa byta rowna 2.

log, logox
log, x + 2 - Tog, 4 +3 Tog, § =6

Obliczamy wartosci logarytmow.
logyz +2- 282 3. &z _g
3logyz =6/:3

log, x = 2

Korzystamy z definicji logarytmu.

r=22=14

Liczba 4 jest dodatnia, zatem spetnia warunki zadania.
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Odpowiedz: szukana liczba jest rowna 4.

Pokazemy teraz przyktad zadania, w ktorym z tresci wynika bezposrednio do jakiej
podstawy nalezy sprowadzi¢ dany logarytm.

Przyktad 3
Wyznaczymy logg; 54 wiedzac, ze logs 2 = a.

Dazymy do tego, aby zapisa¢ dany logarytm za pomoca pewnejliczby wymiernej i
logs 2. Najwygodniejbedzie wiec zmieni¢ podstawe logarytmu logg; 54 od razu na
podstawe 3.

logs 54 _ log;(27-2)

logg: 94 = it = — 4

W liczniku otrzymanego utamka zastosujemy wzor na logarytm iloczynu.

_ logz27+logz2 _ 3+4logz2
logg; 54 = 1 = —

Podstawiamy logz 2 = a.
10g81 54 = %
Przyktad 4

Wykazemy, ze warto$¢ wyrazenia W = logy 3 - logs 4 - log, 5 - ... - log;5 16 jest liczba
naturalna.

W rozpatrywanym wyrazeniu kazdy z logarytméw ma inng podstawe. Co wiecej podstawy
sq liczbami parzystymi, jak rowniez nieparzystymi. Dla podstaw nieparzystych trudno jest
ustali¢ wspolng podstawe. Za to dla podstaw parzystych dogodng podstawa jest zwykle 2.

Zatem zmieniamy podstawy logarytmow na 2.

W — logy3  logy4  logyb log, 16
— 71 " Togy3 Togy,4d " Tog, 15

Po skroceniu otrzymujemy W = log, 16 = 4,4 € N.

Co nalezato wykazac.

W nastepnych przyktadach, przeksztatcajagc wyrazenia skorzystamy nie tylko ze wzoru na
zmian¢ podstawy logarytmu, ale rowniez z innych wzoréw, utatwiajgcych obliczenia.

Przyktad 5

Znajdziemy liczbe x spetniajagcg warunek log. 4 + log,y x = log% 2.




Z definicji logarytmu wynika, ze poszukiwana liczba z musi by¢ dodatnia. Zapisujemy
kazdy z logarytmow za pomoca logarytmow o podstawie 7.

log;,z _ log,2
10g7 4+ log;49 — log, %

Obliczamy wartosci logarytmow zapisanych w mianownikach.

log, © log, 2
log, 4 + &z — lo&r

Mnozymy obie strony rownosci przez 2.

2log; 4 4 log; x = —2logy, 2

Przenosimy na prawg strone¢ 2 log; 4 i wylaczamy przed nawias wspoélny czynnik.
log; x = —2log; 2 — 2log; 4

log; x = —2(log; 2 + log; 4)

Korzystamy ze wzoru na logarytm iloczynu, a nastepnie ze wzoru na logarytm potegi.
log; x = —2log; 8

log, z = log, 6%1

Z roznowartosciowosci funkciji logarytmicznejwynika, ze ¢ = 6—14.

Liczba (%4 jest dodatnia, zatem speinia warunki zadania.

Odpowiedz: liczba spetniajacg warunek okreslony w tresci zadania jest 6%1.
Przyktad 6

Znajdziemy liczbe x spelniajacg warunek log, 10 + log,. 10 = 5.

Tym razem bedziemy poszukiwac liczby znajdujacej si¢ w podstawie logarytmu, zatem
dodatnieji roznejod 1.

Oczywistym jest, ze drugi z logarytmow zapiszemy za pomocg logarytmow o podstawie x.

log, 10 +log,. 10 = 5

log, 10 + 219 — 5

log, z*
log, 10 + &1 =5

Mnozymy obie strony rownosci przez 4 i wykonujemy wskazane dzialania.



4log, 10 + log, 10 = 20

5log, 10 =20/ :5

log, 10 =4

Z definicji logarytmu wynika, ze
z* =10

z = +/10,boz > 0.

Znaleziona liczba jest dodatnia i r6zna od 1, spetnia wiec warunki zadania.

W ostatnim przyktadzie pokazemy, jak korzystajac z tablic logarytmicznych znalez¢
przyblizong warto$¢ logarytmu o innej podstawie niz 10. Obecnie ta umiejetno$c¢ nie jest juz
tak przydatna jak kiedys, gdyz dysponujemy innymi narze¢dziami niz tablice logarytmiczne,
ale warto jg poznac.

Przyktad 7
Obliczymy przyblizong wartos¢ liczby log, 6.

Zapisujemy dany logarytm za pomocg logarytmow o podstawie 10.

log 6
log 2

log, 6 =

Z tablic logarytmicznych odczytujemy: log6 ~ 0,78 ilog2 ~ 0, 3.

Zatem log, 6 ~ % = 2,6.

Stownik

wzOr na zmiane podstawy logarytmu

a>0,a#1,b>0b#1ic>0,tolog,c= igizg




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Sprébuj samodzielnie udowodni¢ twierdzenie o zmianie
podstawy logarytmu, a nastepnie poréwnaj z prezentowanym dowodem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpY6ghSpR

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego wzoru na zmiane podstawy logarytmu.

Polecenie 2

Wykaz, zejezeliz > 0,z # 1,y > 0,y # 1, tolog, y - log, = — log,> y - log, z? = log,, 1.


https://zpe.gov.pl/a/DpY6qhSpR

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

O 1+log, 6
log, 2

O log, 6
1-+log, 2

O 1+10g4 6
1-+log, 2

O log, 6
log, 2

Cwiczenie 2

O z=27
O z=281
O z=3
O z=9

Liczba logg 24 jest réwna

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Jezelilogs ¢ + logg = + 3logy, ¢ = 5, to



Cwiczenie 3

Wiadomo, ze log, 3 = a. Potacz w pary réwne liczby.

log,, 48 e
log, 18 3?fa
logg 12 a+0,5
log,, 27 o

Cwiczenie 4

Zdecyduj, czy dane zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Aby zmieni¢ podstawe logarytmu, ktérego podstawa jest réwna 2, mozna zapisac ten

logarytm tylko za pomocg logarytméw o podstawie bedacej wielokrotnoscig liczby dwa.

..............

______________

‘ Prawda ’ ‘ Prawda ’ ‘ Fatsz ’ ‘ Fatsz ’




Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

Jeslilogy z + logyx = 6,tox :‘ ’

Jeslilogs z + logsx = 0,to x z‘ ’

Jeslilogg 7 - log,; 8 - logg z = 2,to x :‘ ’

Jesli %logg, 30 — logys ¢ = %, tox =‘ ’

Cwiczenie 6

Wiadomo, ze a = — + =, b= %3, ¢ = (logggm) " — (logy ) ', d = 2log,. 16.

logy O
Uporzadkuj podane liczby rosnaco.

o] [2] (4]

Cwiczenie 7
Wykaz, ze (logy 3) ' + (logy 3) " + (logg 3) " < 6.
Cwiczenie 8

Przyjmij, zelog6 ~ 0,8 ilog4 ~ 0,6. Oblicz przyblizong wartos¢ liczby log, 6.



Cwiczenie 9

Liczba log,; 81 jest réwna

o 0o 0O O

1
15

2
(] 1%

Cwiczenie 10

Liczba log . 16 jest réwna
2



Cwiczenie 11

Oblicz bez uzycia kalkulatora.

Cwiczenie 12

Liczba log, /5 16 jest réwna

O 23
O 15
O 27
O 23

O 2



Cwiczenie 13

Potacz w pary wyrazenia rownowazne.

loga - log, 3

log 3 - logs a

loga
logy a

log,y a
loga

log, 8 - log, a

Cwiczenie 14

Uzupetnij, przeciagajac odpowiednig liczbe.

‘ logs 5 ’ ‘ log,; 5 ’ ‘ log; 11 ’ ‘ log,; 3 ’

Cwiczenie 15

Obliczlogy 3 - logz 4 - log, 5 - logs 6 - logg 7 - logy 8.

o o O O O

log 3

log 2

log 2

loga



Cwiczenie 16

Oblicz log, 81 - log, /5 16.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na zmiane podstawy logarytmu

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wzor na zamian¢ podstawy logarytmu.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» udowadnia wzor na zmian¢ podstawy logarytmu

» przeksztalca wyrazenia arytmetyczne zawierajgce logarytmy

 zapisuje w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajgc z poznanych wzorow
logarytmicznych

» dobiera odpowiednig strategie, rozwigzujgc nietypowe problemy matematyczne
zawierajace logarytmy

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e ocena punktowa wazona
o obieg kart

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie metoda oceny punktowej wazonej przypominaja wszystkie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczgce logarytmow, jakie do tej pory uzyskali. Jeden
z uczniow, na podstawie wypowiedzi pozostatych, tworzy graficzny model zaleznosci
miedzy pozyskanymi informacjami. Wynikiem pracy moze by¢ konkluzja, ktore
definicje i twierdzenia dotyczgce logarytmow trzeba znac¢ koniecznie (najlepiejna
pamiec), a ktore sg ich pochodnymi.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w parach. Zapoznajg si¢ z filmem samouczkiem. Najpierw probuja
samodzielnie udowodni¢ podane tam twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu,

a nastepnie porownujg z przedstawionym rozwigzaniem. W podobny sposob pracuja,
analizujac przyklady przedstawione w sekcji Przeczytaj.

2. Teraz pary uczniow 1gcza si¢ w grupy 4 osobowe i pracuja metodg obiegu kart,
rozwiazujac zadania z sekcji Sprawdz sie. Grupa rozpoczynajgca rozwiazywanie danego
zadania zapisuje poczatek rozwigzania i podaje nastepnej grupie kartke z zapisem. Ta
z kolei dopisuje nastepng czes¢ i podaje kartke dalej, itp. Ostatnia grupa, ktora konczy
rozwigzanie zadania sprawdza interaktywnie poprawnos¢ uzyskanego wyniku. Jesli
wynik jest bledny, kartka wedruje do poczatkowej grupy, ktora weryfikuje swoje
rozwiazanie. Grupa podaje kartke nastepnej grupie, itd. Jesli nadal odpowiedz nie jest
poprawna, grupa moze poprosi¢ o pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ moze by¢ dyskusja - czy tatwo jest rozwigzywac
zadania, $ledzac tok rozumowania innej grupy osob i czy wyodrebnienie na poczatku
lekcji najwazniejszych wzorow i umiejetnosci pomogto w doborze odpowiednich
strategii rozwiazywania zadan.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wymyslenie i udowodnienie prostego twierdzenia dotyczacego
przeksztalcen logarytmicznych, zapisanie tresci twierdzenia na kartce i przyniesienie tej
kartki na nastepng lekcje. W ten sposob powtorzenie wiadomos$ci na temat logarytméw na
nastepnejlekcji, moze rozpocza¢ sie od prezentacji najciekawszych twierdzen
wymyslonych przez uczniow i wspolnego ich udowodnienia.

Materialy pomocnicze:
Dziatania na logarytmach
Wskazowki metodyczne:

Z filmem samouczkiem kazdy uczen moze zapoznac si¢ w domu i na jego podstawie
przygotowac jedno zadanie, ktore na lekcji da do rozwigzania kolezance lub koledze
z fawki.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-logarytmach-przyklady/D1HkdfKUz

