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Zastosowanie wtasnosci ciagu arytmetycznego

w zadaniach praktycznych

Zrédto: Felix Mooneeram, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

Nikotaj Lobaczewski, genialny dziewigtnastowieczny matematyk rosyjski, tworca geometrii
nieeuklidesowej, stwierdzik:

(( nie ma galezi matematyki, cho¢by nie wiem jak abstrakcyjnej, ktéra
pewnego dnia nie zostataby zastosowana do zjawisk realnego Swiata.



Nikotaj Iwanowicz tobaczewski

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

My zastosujemy te mysl do ciggoéw arytmetycznych, pokazujgc ich zastosowanie
w zadaniach z kontekstem realistycznym.

Twoje cele

o Powtoérzysz i rozwiniesz umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow
arytmetycznych.

» Zastosujesz w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym.

e Zbudujesz model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym, oparty
o wlasnosci ciggu arytmetycznego.




Przeczytaj

W wielu okolicznosciach zycia codziennego spotykamy sie z sytuacjami, ktore mozna
opisac¢ za pomocg ciggu arytmetycznego. Podamy teraz kilka takich przyktadow.

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych wzoréw dotyczacych ciggu arytmetycznego,
z ktorych bedziemy korzystac.

Bedziemy przy tym zaktadac¢, ze dany ciag, np. ciag (a,,), jest okreSlonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego

liczby r, zwanej réznica ciggu.

Ciag arytmetyczny (a,,)
Wyraz ogolny ciagu Zaleznos¢ miedzy tr.'z?ma kolejnymi Suman p({czqt.kowych
wyrazami ciaggu wyrazow ciaggu
ap,=a;+(n—-1)-r  a,= —a"‘l—;a"“ S, = —’“;a" ‘n

W pierwszym i drugim przykladzie korzysta¢ bedziemy bezposrednio z definicji ciggu
arytmetycznego.

Przyktad 1

W zegarze wahadtowym, przy kazdym uderzeniu zegara, ,waga” obniza si¢ 0 3 mm.
Obliczymy o ile centymetrow obnizy sie ,waga” w ciggu dwunastu godzin, jezeli zegar
wybija tylko godziny.

Po wybiciu godziny 1 ,waga” obnizy si¢ 0 3 mm,
po wybiciu godziny 2 ,waga” obnizy si¢ 0 6 mm,

po wybiciu godziny 3 ,waga” obnizy si¢ 0 9 mm,

Zauwazmy, ze liczby okres$lajace dtugos¢ odcinka, o ktory obniza sie ,waga” sg kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie 3 i réznicy 3.

Oznaczmy (a,) ten cigg i obliczmy jego kolejne wyrazy, korzystajgc ze wzoru
rekurencyjnego.




a1:3
ani1 =0an, +3

0,123

a,=3+3=6
a3=6+3=9
a4=9+3:12

as =124+3 =15
ag =15+3 =18
a; =184+3 =21
ag =21+3=24
ag=24+3 =27
ajn=27+3=30
a;; =30+3 =33

a12:33+3:36

Dodajemy otrzymane liczby.

3+6+9+12+15+18+21+24+ 27+ 30+ 33 + 36 =234

~Waga” obnizy si¢ 0 234 mm, czyli 0 23,4 cm.

Przyktad 2

W pewnym zaktadzie pracy kazdy pracownik dostaje raz w roku podwyzke - za kazdym

razem takg sama. Pani Eliza pracowata w tym zaktadzie przez 7 lat. Obliczymy, ile tacznie

zarobita pani Eliza przez siedem lat pracy w tym zaktadzie, jezeli w czwartym roku pracy

zarobita 40000 zt.

Pani Eliza co roku dostawala taka sama kwote podwyzki — oznaczmy ja p zt.

Oznaczmy kwote, jakg zarobila pani Eliza w pierwszym roku przez k zt.

W kolejnych latach zarobita wiec pani Eliza nastepujace kwoty (w z}):

k

kE+p



k+2p

k-+3p

k+ 4p

k + 5p

k + 6p

Zatem w sumie zarobita (w zt): 7k 4 21p = 7(k + 3p).
Zauwazmy, ze k 4+ 3p = 40000.

Czyli:

7(k + 3p) = 7 - 40000 = 280000

Odpowiedz:

Pani Eliza zarobita tacznie 280000 zi.

Teraz zastosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i sume kolejnych n
wyrazow ciggu arytmetycznego.

Przyktad 3

Z prostopadtosciennego zbiornika o wymiarach 6 dm x 4 dm x 5 dm napelnionego
w catosci wodg wypltywa woda. W ciggu pierwszej minuty wyptyneto 4 dm® wody,

a w kazdejnastepnejminucie o 2 dm® wiecej niz w poprzedniej. Obliczymy; ile litrow
wody zostanie w pojemniku po 5 minutach.

Liczby okreslajace objetos¢ wyplywajacej wody tworzg cigg arytmetyczny o pierwszym
wyrazie 4 i roznicy 2.

Zapiszmy wzOr ogolny tego ciggu.
a, =4+ (n—-1)-2
a, =2n+2dlan=1, 2, 3, ...

Obliczymy, ile litrow wody wyciekto ze zbiornika po 5 minutach. Korzystamy ze wzoru

na sume n kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego.
4+2n+2
Sn — % -n

Sn=(3+n)n

Do uzyskanego wzoru w miejsce zmiennej podstawiamy 5.



S10=(3+5)-5=40

Po 5 minutach wyciekto 40 dm® = 40 1 wody.

W pojemniku byto 6 dm - 4 dm - 5 dm = 120 dm?®, czyli 120 1 wody.
Obliczamy, ile wody zostato.

120 — 40 = 80

OdpowiedZ:

W pojemniku zostato 80 1 wody.

Przyktad 4

Rafat mial do rozwigzania 440 zadan z matematyki. Pierwszego dnia rozwigzat 20 zadan
i postanowit zwiekszy¢ tempo rozwigzywania zadan - kazdego dnia rozwigzywac 10
wiecejzadan niz w dniu poprzednim. W ciggu ilu dni Rafal rozwigzal wszystkie zadania?

Liczby rozwigzanych zadan w poszczeg6lnych dniach tworzg n-wyrazowy ciag
arytmetyczny, w ktorym

a; = 20

r =10

Zapisujemy wzOr ogolny tego ciggu.

a, =20+ (n—1)-10 =10n + 10

Korzystamy ze wzoru na sume n-kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Sn — al;a_n n

Do zapisanego wzoru podstawiamy znalezione wielkosci.

20+10n-+10
Sn:JFTMWL

Z treSci zadania wynika, ze suma ta jest rowna 440.

Otrzymujemy roOwnanie:

20+1gn+10 -n = 440

2
10n ;—3071, = 440

10n® +30n — 880 =0 : 10


javascript:void(0);

n® +3n — 88 =0
Rozwigzujemy rownanie kwadratowe.
A =9+ 352 = 361

VA =19

ny = # < 0 - nie spelnia warunkow zadania
ny = —3;19 _3
Odpowiedz:

Rafat wszystkie zadania rozwigzat w ciggu 8 dni.

Przyktad 5

W turnieju szachowym rozegrano 630 partii, przy czym kazdy z uczestnikow turnieju
grat z kazdym tylko jeden raz. Obliczymy, ilu byto uczestnikow turnieju.

Zauwazmy, ze jesli ponumerujemy zawodnikow, to liczby partii rozegranych przez
kolejnych uczestnikow s3 kolejnymi wyrazami n-wyrazowego ciggu arytmetycznego.

Istotnie:

» pierwszy uczestnik nie gra z nikim-a; =0

drugi uczestnik gra z pierwszym - as = 1

trzeci uczestnik gra z pierwszym i drugim - az = 2

czwarty uczestnik gra z pierwszym, drugim i trzecim - a4 = 3

W tak utworzonym ciggu:
a1 =0,
r=1.

Dana jest suma ciggu:
Sn = 630
Nalezy znalez¢ n-liczbe uczestnikow turnieju.

Korzystamy ze wzoru na sume kolejnych n-wyrazow ciggu arytmetycznego.



2a1+(n—1)-r

S, = 2oL
n’-n _ 630

2

Rozwigzujemy otrzymane rownanie.
n? —n— 1260 =0
A =1+ 5040 = 5041

VA=T1

n; = % < 0 - nie spetnia warunkow zadania
ny = 4 =36
Odpowiedz:

W turnieju uczestniczyto 36 zawodnikow.

Stownik
cigg arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby 7, zwanejroznica ciagu




Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, starajac sie najpierw samodzielnie rozwigzaé zapisane tam zadanie.

Polecenie 2

Wartos$¢ koparki maleje co roku o te samg kwote. Proces ten skonczy sie, gdy wartos$¢ koparki
zamortyzuje sie, czyli jej wartosé bedzie réwna 0. Oblicz, po ilu latach zamortyzuje sie koparka,
jezeli jej wartos$¢ po 25 latach byta trzy razy mniejsza niz po 15 latach.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtug w wysokosci 7050 zt oddano w szesciu kolejnych ratach,
z ktérych kazda byta o 150 zt nizsza od poprzedniej.
Najnizsza rata byta réwna:

1250 zt
950 zt

800 zt

o O O

O 2250 zk

Cwiczenie 2 @)

Deski utozono warstwami w ten sposéb, ze dolna warstwa sktadata sie z 30 desek, a ostatnia,
gorna warstwa zawierata 12 desek. Kazda kolejna warstwa zawierata o dwie deski mniej niz
warstwa nizsza. lle desek utozono tagcznie? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 300
O 210
O 150

O 420




Cwiczenie 3

Fabryka otrzymata zaméwienie na wykonanie 5598 obruséw. W pierwszym tygodniu
wykonano 351 obrusdéw, a w kazdym nastepnym wykonywano o 21 wiecej obruséw niz
w poprzednim.

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

W ostatnim tygodniu wykonano obrusy. Obrusy wykonano w ciggu

tygodni.

Cwiczenie 4

W amfiteatrze jest dwadziescia rzedéw, przy czym w kazdym rzedzie jest o 10 miejsc wiecej
niz w poprzednim. W ostatnim rzedzie jest 298 miejsc.
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

W 10 rzedzie jest ponad 200 miejsc.

W trzecim rzedzie jest trzy razy wiecej miejsc niz w pierwszym.

W pierwszym rzedzie jest ponad 100 miejsc.

O o o g

W amfiteatrze jest tacznie 4060 miejsc.



Cwiczenie 5

Na placu ustawiono w grupach 1060 chetnych, ktérzy chcg bra¢ udziat w maratonie.
W pierwszej grupie stoi 15 oséb, a w kazdej nastepnej jest o 4 oséb wiecej niz w poprzedniej.
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie liczby.

Liczby oséb w poszczegdlnych grupach tworzg ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie

Wtedy:

S”:[l5+15+(n—1).4]_§' """"""""""" .
2n2_|_§' ------------------- m—1060

| p—

____________________

\1060”15”0,5“900”20”4”13”2]

Cwiczenie 6

Pocisk wystrzelony pionowo w goére przebywa w pierwszej sekundzie 100 m i w kazdej
nastepnej o 10 m mniej niz w poprzedniej. Oblicz, po ilu sekundach pocisk bedzie znajdowat
sie w odlegtosci 450 m od Ziemi. Wpisz odpowiednie liczby.

Pocisk bedzie znajdowat sie dwa razy w odlegtos$ci 450 m od ziemi - pierwszy raz podczas

wyrzutu w gore po s oraz podczas opadania, po ’ s od

momentu wystrzelenia do gory.

Cwiczenie 7 @

W pewnej fabryce produkcja srub wzrasta z roku na rok w postepie arytmetycznym.
W pierwszym roku wyprodukowano 20 tysiecy srub, a w nastepnym 24 tysigce srub. Oblicz,
ile tacznie Srub wyprodukowano w ciagu 5 lat.

Cwiczenie 8 O

Pan Jarek kupit na raty dom za 450000 zt. Przy zawieraniu umowy wptacit 50000 zt. Pozostata
kwote ma sptaci¢ w ratach. Pierwsza rata wynosi 16000 zt, a kazda nastepna, wptacona pod
koniec roku wynosi 24000 zt. Po ilu latach pan Jarek przestanie sptacac raty?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wlasno$ci ciggu arytmetycznego w zadaniach praktycznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e powtarza i rozwija umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow arytmetycznych

 stosuje w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym

e buduje model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym, oparty o wlasnosci
ciggu arytmetycznego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow
e JIGSAW
e fabuta z kubka

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
o kubki z karteczkami

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg wiadomosci zwigzane z ciggiem
arytmetycznym - podajg odpowiednie wzory i przyktady.

2. Nauczyciel informuje, ze gtownym celem zajgc jest utrwalenie i rozwijanie umiejetnosci
zwigzanych z ciggiem arytmetycznym, podaje temat lekciji.

3. Nauczyciel wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie beda pracowa¢ metodg JIGSAW. W tym celu nauczyciel dzieli uczniow na 3
grupy. Grupy zapoznajg si¢ z materiatem zapisanym w sekcji ,Przeczytaj” - kazda
z jednym przyktadem .

2. Kazda z grup ,rozpracowuje” swoj materiat, dyskutuje tak, aby kazdy z uczniow
zrozumiatl tekst i mogl przekazac wiedze dalej - stat si¢ ekspertem od danych
umiejetnosci.

3. Po wyznaczonym przez nauczyciela czasie uczniowie tworza nowe grupy tak, aby
w kazdejnowej grupie znalazt si¢ ekspert od innej partii materiatu.

4. Eksperci kolejno relacjonujg, czego nauczyli si¢ w swoich grupach.

5. Nastepnie eksperci wracajg do swoich grup i konfrontujg zdobytg wiedz¢ catosciowy,
sprawdzajac, czy wszyscy uzyskali zaktadane umiejetnosci.

6. Teraz lider kazdejz grup wyciaga z kubka 5 karteczek. Zadaniem grupy jest utozenie
historyjki zawierajgcej wyrazy wyciggniete z kubka. Historyjka musi by¢ rownocze$nie
zadaniem, ktorego rozwigzanie wymaga wykonanie obliczen zwigzanych z ciggiem
arytmetycznym.



7. Grupy wymieniaja sie zadaniami tak, aby kazda z grup rozwiazata wszystkie ulozone
zadania.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Liderzy grup omawiajg problemy, jakie uczniowie napotkali w czasie rozwiazywania
zadan, ktore utozyli ich koledzy.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Uczniowie w domu maja za zadanie zapoznac si¢ z infografikg i rozwigza¢ przykiady z sekcji
»Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:
Cigg arytmetyczny i geometryczny zastosowanie
Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzystac na zajeciach wprowadzajacych wzor ogolny ciggu
arytmetycznego.
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