Ciag arytmetyczny i geometryczny - zadania

Rozwigzywanie zadan tekstowych z wielkosciami tworzgcymi cigg geometryczny lub
arytmetyczny. Obliczanie dlugo$ci bokow tréjkata, miar katow w tréjkacie, dtugosci spirali.
Zasob zawiera przyktady i zadania z rozwigzaniami. Animacja: wyznaczanie wyrazow ciggu
arytmetycznego i geometrycznego.

Rozwigzywanie zadan tekstowych z wielkoSciami tworzgcymi cigg geometryczny lub
arytmetyczny. Obliczanie wyrazow ciggu liczbowego, miar katoéw tréjkata, dtugosci
odcinkow tamanej. Zasob zawiera zadania z wyjasnieniami i rozwigzaniami.

Rozwigzywanie zadan tekstowych z wielkosciami tworzgcymi cigg geometryczny lub
arytmetyczny. Animacja: dywan Sierpinskiego. Zasob zawiera zadania z wyjasnieniami
i rozwigzaniami.



Ciag arytmetyczny i geometryczny - zadania

Material ten po$wiecony jest ciaggom arytmetycznym i geometrycznym. Analizujgc zawarte tu przykiady, dowiesz sie jak wykorzysta¢
wilasnosci tych ciaggéw w rozwigzywaniu zadan oraz sprawdzisz swojg wiedze samodzielnie rozwiazujac ¢wiczenia. Aby przypomnie¢
sobie informacje dotyczace omawianych tutaj ciagéw mozesz przesledzi¢ materialy Ciag arytmetyczny oraz Cigg geometryczny.
Przyktad 1

W nieskonczonym ciggu arytmetycznym (a,,) dane sa wyrazy a5 = —7 i ag = 13. Ile wyrazow tego ciagu to dodatnie liczby catkowite
dwucyfrowe?

Liczby catkowite dwucyfrowe sa mniejsze od 100 i wieksze od 9. Z tego wynika, Ze musimy rozwigza¢ nier6wnosc¢ a,, < 100i a,, > 9.
Wyznaczymy wzor ogélny tego ciagu.
Rozwigzaniem ukladu réwnan

—T=a;+4r
13=a; +8r

{

otrzymanego po wstawieniu pigtego i dziewigtego wyrazu do wzoru na n-ty wyraz ciggu sa a; = —271ir = 5. Z tego wynika, ze wzor
ogo6lny tego ciagu ma postac

a, = 5n — 32.
Mamy zatem nieré6wnos$¢
9 < 5n — 32 < 100,

czyli 8% <n< 26%. Oznacza, ze warunki zadania speinia 18 wyrazow ciggu. Sa to wyrazy ag, ag, ..., @26.
Przyktad 2

Ciag {4, X, %] jest malejgcym ciggiem geometrycznym,

natomiast ciag
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-5, X + ;—, yl jest arytmetyczny. Wyznacz wyrazy obu ciggow.

"l'ff‘fr'rr'

malejacy ciag geometryczny:

ciag geometryczny;

ciag al’vtmetyczr;yg
9
4, = 7
[,X, 16] [‘5,X+Erv]
2l 9 . s
i 1g’ i x* = % Dla x = 5 Otrzymamy ciag arytmetyczny
3 3
X== Jub x = .~ B 3 7
2 2 {51 ‘2- . 5’ Y], czyli (-5, 5, v)_

r=5-(-5) =10

[4, _3., _9_J y=15
2" 16 o
a9 arytmetyczny:
(-5, 5, 15)

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RsXOLMutOyNm3

Powtorzenie i utrwalenie wiadomosci o ciagach_3086
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposoéb mozemy wyznaczy¢ brakujace wyrazy ciggu w przypadku, gdy ciag jest arytmetyczny lub
geometryczny.

Cwiczenie 1 o

Ciag (2,9, + 4) jest rosnacym ciagiem arytmetycznym, a ciag (z + 1,12,y — 7) jest ciagiem geometrycznym. Oblicz z i y. Uzupetnij luki,
wpisujac poprawne wartosci.

| i

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3
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Miary katow trojkata tworza ciag arytmetyczny o roznicy 34°. Oblicz miarg najwiekszego kata w tym tréjkacie.

Wprowadzmy oznaczenia wykorzystujace fakt, ze miary katow trojkata tworzg ciag arytmetyczny o réznicy 34°.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0,

Suma miar katéw trojkata jest rowna o + oo + 34°+a + 2 - 34°= 180°. Z tego wynika, ze o = 26°.

Najwiekszy kat w tym trojkacie ma miare 26°+68°= 94°.

Cwiczenie 2 e

Uzupetnij ponizsze zdania tak, aby byty zdaniami prawdziwymi. Wpisz w luki odpowiednie liczby.

1. Dtugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza cigg arytmetyczny o réznicy 5. Oblicz pole tego trojkata.
Odpowiedz: Boki trojkata zapisane w kolejnosci rosnacej wynosza } cm, { } cm oraz S cm.

Pole wynosi P =S cm?.

2. Obwad trojkata prostokatnego jest rowny 48 cm, a jego pole 96 cm?. Dtugosci bokéw tréjkata sa trzema kolejnymi wyrazami rosnacego

ciggu arytmetycznego. Wyznacz dtugosci bokéw tréjkata.

Odpowiedz: Dtugosci bokow tréjkata zapisane w kolejnosci rosnacej wynosza } cm, [ cm oraz

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 ¢

Zapoznaj sie z ponizsza ilustracja.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Boki trojkatow rownobocznych tworzg ciagg arytmetyczny, w ktérym r > 0. Odpowiedz na ponizsze pytania. Kliknij w luke aby wyswietli¢ liste
rozwijalng i wybierz poprawna odpowiedz.

2. Czy pola tych tréjkatow tworza ciag arytmetyczny?

| Tak | | Nie | | Tak | | Nie |

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Przyktad 4

Punkty Sy, S, S3, S4 sg Srodkami potokregdw. Promien najwigkszego z potokregow jest rowny 8. Oblicz dtugos¢ spirali przestawionej
na rysunku.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z faktu, ze kazdy kolejny potokrag tworzacy spirale przechodzi przez srodek poprzedniego potokregu, wynika, ze kazdy kolejny
promien jest polowg promienia poprzedniego potokregu.

Zatem kolejne promienie polokregdw tworzg malejacy ciag geometryczny, ktérego iloraz ¢ = %
Dlugosci kolejnych poétokregéw sa réwne

L, =8nm Ly = % -8m =4m, Ly = %-47r:27r,...

Iréwniez tworza cigg geometryczny o ilorazie ¢ = %

Dlugos$c¢ spirali jest suma pieciu pierwszych wyrazow tego ciggu. Zatem

Przyktad 5

W pierwszym miesigcu pracy w pizzerii Kamil zarobit 650 zt. W kazdym nast¢pnym miesiacu zarabiat o 20 zt wigcejniz w miesiacu
poprzednim. Jaka kwote zarobit Kamil, pracujac w ten sposéb przez pot roku?

Zauwazmy, ze zarobione przez Kamila kwoty s kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, w ktérym a; = 650 ztir = 20 zL
Zarobiona przez po6t roku kwota bedzie sumg sze$ciu pierwszych wyrazéw tego ciggu. Wstawiajac wartos$ci do wzoru na sume ciggu

arytmetycznego, otrzymujemy

2650 +5-20

Ss = 5 -6 = 4200 zt.

Cwiczenie 4 Q
Ciag (3, 2z, y — 3) jest ciagiem arytmetycznym, a ciag (64, y, z) jest malejacym ciagiem geometrycznym. Wyznacz z i y. Kliknij w luke aby
wyswietli¢ liste rozwijalng i wybierz poprawng odpowiedz.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 Q)
Dane liczby 30, z, y w podanej kolejnosci tworza malejacy ciag arytmetyczny. Oblicz z i y, wiedzac, ze ciag (m, Y, 2) jest geometryczny.
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

r=16iy=28

r=14iy=14

U

U

() z=12,5iy= -5
() 2=12,6iy=—4
O

z=13,5iy= -3

(] z=18iy=6
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6 Q)
Wyrazami nieskoficzonego ciagu arytmetycznego (a,,) sa kolejne dodatnie liczby catkowite, ktére przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1: a; = 1,

a2 =5, a3 =9, .... Wyrazami nieskoficzonego ciagu arytmetycznego (by,) sa kolejne dodatnie liczby catkowite, ktore przy dzieleniu przez 5
daja reszte 2: by = 2, by = 7, by = 12, .... Wpisz w luki wszystkie liczby dwucyfrowe, ktére wystepuja w obu tych ciagach.

Tymi liczbami zapisanymi w kolejnosci rosnacej sa: [ } [ ] [ ] [ ] [

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7 O
Uzupetnij ponizsze zdania tak, aby byty zdaniami prawdziwymi. Kliknij w luke, aby rozwina¢ liste i wybierz poprawnga odpowiedz w kazdym
przypadku.

4. Suma wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 5 daja reszte 2 wynosi

2340 | [ 1665 | [ 2430 | [ 616 | [ 161 | [ 891 || 981 || 924 || 1456 | | 1656 |

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8 Q)
Miary katow trojkata prostokatnego tworza cigg arytmetyczny. Oblicz réznice tego ciggu. Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 45°
O 60°
O 75°

O 30°

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 0
Miary katéw tréjkata tworza ciagg arytmetyczny, a najmniejszy kat ma miare 51°. Oblicz miare najwiekszego kata tego tréjkata. Uzupetnij luke
w odpowiedzi. Kliknij w nig aby wyswietli¢ liste rozwijalng i wybierz poprawng odpowiedz.

Odpowiedz: Najwiekszy kat tego trojkata ma miare§

(96" | [ 467 | [ 69 | 35" |

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 o
Pierwszy odcinek tamanej ma dtugos$¢ 4 cm, a kazdy kolejny jest dtuzszy od poprzedniego o 2 cm. Z ilu odcinkéw sktada sie tatamana, jesli jej
catkowita dtugos$¢ jest rowna 270 cm? Uzupetnij luke w odpowiedzi, wpisujac odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: tamana sktada sie z S odcinkéw.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 11 Q)

Prostokat o polu powierzchni réwnym 128 cm? podzielono na dwa takie prostokaty, ze pole wiekszego jest trzy razy wieksze od pola
mniejszego. Dtugosci odcinkéw a, b s3 dtugosciami bokdéw mniejszego prostokata, b, ¢ sa dtugosciami bokéw wiekszego z prostokatow, ktore
powstaty z podziatu. Wiedzac, Ze a, b, ¢ tworzg ciag arytmetyczny, wyznacz dtugosci bokéw tego prostokata.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

( )

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Dany jest kwadrat o boku a i prostokat o bokach z i y. Ciag (z, a, y) jest geometryczny. Ktéra z tych figur ma wieksze pole?

a Y

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Dtugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych z tego samego wierzchotka tworza cigg geometryczny, a suma dtugosci tych
krawedzi jest rowna 12. Objetosc¢ tego prostopadtoscianu jest rowna 64. Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Fraktal - Dywan Sierpinskiego

i

Nazwa i od i Sierpinskiego
(1882-1969) - polskiego matematyka.

- ——— Po n krokach liczba dziur w kwadracie bedzie rowna:
80+ 8 +82+8%+ ..+ 8L

Film dostepny pod adresem /preview/resource/Rd7hrqpZ4TzGi
atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia pewien fraktal, ktéry nazywamy dywanem Sierpinskiego.



file:///preview/resource/Rd7hrqpZ4TzGi

Cwiczenie 14

Na kolejnych rysunkach zaznaczono sposéb tworzenia tzw. dywanu Sierpinskiego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Za kazdym razem z kwadratu jest usuwana pewna liczba kwadratow.

1. lle tacznie kwadratow zostanie usunietych po 4 kroku?

2. lletacznie kwadratéw zostanie usunietych po n krokach? Wynik zapisz w jak najprostszej postaci.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Pole trojkata prostokatnego ABC jest réwne 24, a dtugosci bokéw tworza ciag arytmetyczny. Oblicz obwéd tego tréjkata.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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