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5 Zrddto: Pexels, dostepny w internecie: https:/pexels.com/.

J. Tuwim, Rachunek (fragment), z tomiku

Wiersze zebrane, (1935)

(( Licza mnie jacy$ przez noc cata,
Piszg i pisza, a wciaz mato...
Skacze pokraczny szyfr.

Juz jestem staby i zmeczony,

Piszg biliony, kwadryliony,

Roi sie szereg nieskonczony

Cyfr...

portret Juliana Tuwima, Stanistaw Ignacy
Witkiewicz, 1929

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

Wokot wszyscy liczg i liczg - czas, pienigdze, oubliczna

srednig ocen, dni do wakaciji...



W tym materiale tez bedziemy liczy¢ - tym razem nic innego, tylko liczby. Liczenie liczb
moze wydac Ci si¢ nieco dziwne, wiec potraktuj proponowane tu zadania jako powtorzenie
wiadomosci z kombinatoryki i wprawka przed zadaniami z rachunku prawdopodobienstwa.

Twoje cele

e Okreslisz liczbe liczb spelniajgcych dane warunki.
o Wykorzystasz aparat kombinatoryczny do wyznaczania liczby zdarzen
elementarnych w doswiadczeniach ,,z liczbami”.

o Stworzysz model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym.



Przeczytaj

Chcac okresli¢ liczbe wszystkich wynikow doswiadczenia losowego ,na tworzenie liczb

spetniajgcych okreslone warunki” lub chcac okresli¢ liczbe zdarzen sprzyjajgcych danemu

zdarzeniu w dosSwiadczeniu zwigzanym z liczbami, najczesSciej korzystamy ze wzorow

kombinatorycznych, ktore przypominamy ponize;j.
Wzory kombinatoryczne

Opis wzoru

Liczba permutacji zbioru n-elementowego.

Liczba k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-
elementowego.

Liczba k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-
elementowego.

Liczba k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego.

Przyktad 1

ilosci liczb spelniajgcych okreslone warunki.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D140jd2sq

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacego liczenia liczb.
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Zapoznaj sie¢ z filmem, ktory pokazuje jak mozna wykorzysta¢ permutacje do zliczania

W nastepnym przyktadzie skorzystamy z reguty mnozenia.

Reguta: mnozenia

W1 =W ... W,

gdzie:

Przyktad 2

Obliczymy ile jest liczb pieciocyfrowych w ktorych cyfry:

decyzji, to liczba wszystkich roznych wynikoéw tych decyzji jest rowna

wy, (1 < k < 'm) - liczba mozliwosci wyboru przy podejmowaniu decyzji k.

Jezeli wynik pewnego doswiadczenia losowego zalezy od kolejno podejmowanych m


https://zpe.gov.pl/a/D14ojd2sq

a. nie mogy sie powtarzac,
b. mogg si¢ powtarzac.

Rozwigzanie:

a. Liczba pieciocyfrowg mozna traktowac jako pieciowyrazowy cigg utworzony ze
zbioru dziesieciu cyfr.
Wszystkich takich liczb jest wiec:
Vio = sy = & = 10-9-8-7-6 = 30240
Wsrod rozwazanych ciggow sg tez takie, ktore maja na poczatku 0.
V= gopr =3 =9-8-7-6=23024
Zatem wszystkich liczb czterocyfrowych o niepowtarzajgcych si¢ cyfrach jest
30240 — 3024 = 27216.

b. Chcac utworzy¢ liczbe czterocyfrowa, w ktorej cyfry moga sie powtarzac¢, mamy 9
sposobow wyboru cyfry jednosci tysiecy (cyfra jednosci tysiecy nie moze by¢ zero).
Na kazdym z pozostatych miejsc moze sta¢ jedna z dziesi¢ciu cyfr.

Korzystamy z reguty mnozenia i wyznaczmy liczbe liczb:
9-10-10-10-10 = 90000

Odpowiedz:
Liczb pieciocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach jest 27216, a o powtarzajacych sie
cyfrach jest 90000.

Przyktad 3
W dwoch koszykach znajduja si¢ karteczki, na ktorych zapisane sa cyfry.

W pierwszym koszyku sg karteczki z cyframi 1, 2, 3. W drugim koszyku sg karteczki
z cyframi: 4, 5, 6, 7, 8.

Losujemy dwie karteczki z pierwszego koszyka i trzy z drugiego. Z wylosowanych cyfr
uktadamy liczby pigciocyfrowe. Obliczymy, ile mozna utworzy¢ takich liczb.

Rozwigzanie:

Z pierwszego koszyka losujemy dwie cyfry sposrod trzech (kolejno$¢ losowania nie ma
znaczenia):

()

Z drugiego koszyka losujemy trzy cyfry sposrod pieciu (kolejno$¢ losowania nie ma
znaczenia):


javascript:void(0);

Mamy teraz piec¢ karteczek na ktorych zapisane sg rozne cyfry.
Mamy

5!=1-2-3-4-5=120

mozliwosci utworzenia liczb pieciocyfrowych.

Korzystamy z reguty mnozenia i obliczamy ile jest wszystkich mozliwosci utworzenia
liczb spetniajacych warunki zadania.

3-10-120 = 3600
Odpowiedz:
Mozna utworzyc¢ 3600 liczb spetniajacych warunki zadania.

Przyktad 4

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb naturalnych dziewieciocyfrowych, w zapisie
dziesietnym ktorych nie wystepuje zero, wystepuja dokladnie trzy jedynki, dwie dwojki,
a pozostate cyfry nie mogg sie powtarzac.

Rozwigzanie:

Najpierw wybieramy trzy miejsca sposrod dziewieciu dla jedynek.

9 8
(5) = ofr = 232 =54

Dwie dwojki mozna ustawi¢ na

9 — 3 = 6 miejscach.

6 :
(5) = - % -1

Pozostaty nam jeszcze

9 — 3 — 2 = 4 miejsca.

Na tych miejscach mozemy rozmiesci¢ pozostatych siedem cyfr (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) na
7-6-5-4 = 840 sposobow.

Zatem wszystkich liczb jest wiec


javascript:void(0);

84 - 15 - 840 = 1058400.

Odpowiedz:

Jest 1058400 liczb spetniajacych warunki zadania.

Przyktad 5

W ostatnim przykladzie pokazemy zastosowania wariacji z powtorzeniami do
wyznaczania liczby liczb spelniajgcych okreslone warunki.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D140jd2sq

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacy liczenia liczb.

Stownik
reguta mnozenia

jezeli wynik pewnego doswiadczenia losowego zalezy od kolejno podejmowanych m
decyzji, to liczba wszystkich roznych wynikow tych decyzji jest rowna
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gdzie:
wy, (1 < k < m) - liczba mozliwosci wyboru przy podejmowaniu decyzji k



https://zpe.gov.pl/a/D14ojd2sq

Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé

przedstawione tam zadanie, a dopiero nastepnie poréwnaj z rozwigzaniem.
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Obliczymy, ile jest liczb naturalnych o$miocyfrowych takich,
ze iloczyn cyfr w ich zapisie dziesietnym jest rowny 18.

Sytuacjal 18=3-6-1-1-1-1-1-1
Sytuacja2 18=2-9-1-1-1-

1-1-1
Sytuacja3 18=2-3-3-1-1-1-1-1
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1. {audio}Zauwazmy, ze liczbe 18 mozemy zapisa¢ na trzy sposoby, jako
iloczyn o$miu liczb jednocyfrowych. Rozwazymy wiec trzy sytuacje.



Polecenie 2

Oblicz, ile mozna utworzy¢ liczb nieparzystych czterocyfrowych o réznych cyfrach z cyfr 1, 3,
4, 6.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

lle jest liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 6 lub przez 15? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O 60
O 150
O 210

O 180

Cwiczenie 2 @)

lle jest liczb naturalnych dziesieciocyfrowych w zapisie dziesietnym ktérych tylko pierwsza
cyfra jest parzysta, a pozostate cyfry sg nieparzyste? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 4-9°
O 5-4°

O 5.9

O 4.5



Cwiczenie 3

W koszu jest tyle piteczek, ile jest liczb naturalnych pieciocyfrowych o réznych cyfrach
podzielnych przez 5. Przeciagnij poprawng odpowiedz.

____________________

\3024]\ 5712]\ 15120]\ 2688]

Cwiczenie 4

Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesieciocyfrowe w zapisie dziesietnym ktérych
wystepuja tylko cyfry 7, 8, 9, przy czym cyfra 7 wystepuje doktadnie cztery razy. Oblicz, ile
jest takich liczb. Uzupetnij obliczenia, przeciggajac odpowiednie liczby.

\13440”15360”2]@‘(170)H (i’>|@




Cwiczenie 5

Oblicz, ile jest liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 1001 podzielnych przez 3, ale
niepodzielnych przez 5.
Uzupetnij rozwigzanie zadania, wpisujgc odpowiednie liczby naturalne.

Niech A bedzie zbiorem liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 1001 podzielnych przez 3.
Niech B bedzie zbiorem liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 1001 podzielnych przez 5.
Niech C' bedzie zbiorem liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 1001 podzielnych przez 3,
ale niepodzielnych przez 5.

Witedy:

Al =] |

Bl =| |

Zbior A N B sktada sie z liczb podzielnych przez‘ ’
AN B|=| |
O] = 4]\ |4n B| =] - =




Cwiczenie 6

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno ze zwracaniem trzy liczby. Zaznacz, czy dane
zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Jest 13 mozliwosci
wylosowania takiej trojki
liczb, ktdéra utworzy ciag O O
arytmetyczny o rdznicy,
bedacej liczba catkowita.

Jest 10 mozliwosci
wylosowania takiej trojki
liczb, ktéra utworzy ciag
arytmetyczny malejacy O O
o réznicy, bedacej liczba
catkowita.

Jest 6 mozliwosci
wylosowania takiej trojki
liczb, ktéra utworzy ciag
geometryczny o ilorazie, O O
bedacym liczbg naturalng
dodatnia.

Cwiczenie 7 @
Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, ktérych suma cyfr jest rowna 3.
Cwiczenie 8 @

Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, ktére w dzieleniu przez 7 daja reszte 4.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Liczenie liczb

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, speiniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzorow na liczb¢: permutacji, kombinaciji
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla liczbe liczb speiniajgcych dane warunki;

» wykorzystuje aparat kombinatoryczny do wyznaczania liczby zdarzen elementarnych
w doswiadczeniach ,z liczbami™;

» tworzy model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym.



Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e domino;
e kula $niegowa.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg domina (kostki domina przygotowuje wczesniej nauczyciel)
powtarzajg wzory kombinatoryczne.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja metodg kuli sSniegowe;j.

2. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie
w parach zapoznajq si¢ z filmem samouczkiem. Wymieniaja si¢ pozyskanymi
informacjami.

3. Pary 13czg sie w czworki, a nastepnie w 0semki i wspolnie ustalajg algorytm
rozwigzywania zadan na wyznaczanie liczby liczb spelniajacych okreslone warunki.

4. Korzystajgc z ustalonego algorytmu, uczniowie wspolnie rozwigzujg ¢wiczenia 5 - 8.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych 1 -4 z sekcji ,Sprawdz sig¢”
Materialy pomocnicze:

Zliczanie obiektow z podziatem na etapy (cyfry w liczbach)

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych okreslaniu liczby zdarzen
sprzyjajacych danemu zdarzeniu.


https://epodreczniki.pl/b/zliczanie-obiektow-z-podzialem-na-etapy-cyfry-w-liczbach/P11Nbs6bY

