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Zrodto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Czy bedac matym dzieckiem marzyles o wigwamie lub tipi? Budowate$ namioty z kocow
i patykow lub kijow od szczotki? W XXI w. producenci speinig kazde marzenie dziecka.
Dzi$ niejeden kilkulatek ma w domu wiasne tipi w ksztalcie ostrostupa prawidlowego
czworokatnego.

Dzi$ sprzedawane s3 juz zmontowane,
poniewaz niejeden tata miat problem

z rozstawieniem go w pokoju dzieciecym.

A wystarczytoby uwazac na lekcjach
stereometrii i wiedzie¢, ze kijki nalezy
ustawi¢ pod odpowiednim katem do podtoza
i zwigzac¢ na tej samej wysokosci.

S

Zrodto: dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Twoje cele

o Nazwiesz katy pomiedzy plaszczyznami oraz prostymi i pomiedzy ptaszczyznami
w ostrostupie prawidtowym czworokatnym.




Wskazesz katy pomiedzy plaszczyznami oraz prostymi i pomiedzy plaszczyznami
w ostrostupie prawidtowym czworokatnym.

Obliczysz miary katow pomiedzy plaszczyznami oraz prostymi i pomiedzy
plaszczyznami w ostrostupie prawidlowym czworokatnym.

Pogrupujesz katy w ostrostupie prawidlowym czworokatnym wedtug rodzajow.
Przeanalizujesz zwigzki miedzy réznymi typami katow w ostrostupie prawidtowym
czworokatnym.



Przeczytaj

Potrafisz juz wskazac¢, nazwac i obliczy¢ dtugosci odcinkow w ostrostupie prawidtowym
czworokatnym. Umiejetnos¢ ta bedzie bardzo przydatna przy zagadnieniach omawianych
w tym temacie.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym mamy dwa rodzaje Scian:

e podstawa, ktora jest kwadratem,
 Sciany boczne, ktore sg przystajgcymi trojkgtami rownoramiennymi.

Ponizej omowimy dwa rodzaje katow miedzy ptaszczyznami i prostymi:

» kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy,
» kat nachylenia wysokos$ci do $ciany boczne;j.

oraz dwa rodzaje katow pomiedzy plaszczyznami:
» kat pomiedzy ptaszczyzng Sciany boczneji ptaszczyzng podstawy,

» kat pomiedzy ptaszczyznami sgsiednich Scian bocznych.

Kat nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego
czworokatnego do ptaszczyzny podstawy

Kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy jest katem pomiedzy krawedzia
boczng a przekatna podstawy.

Aby obliczy¢ jego miare wykorzystuje si¢ trojkat prostokatny, ktorego bokami sg wysokos¢
ostrostupa, potowa przekatneji krawedz boczna.

Przyktad 1

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 4v/2, a wysokos¢
bryly ma dlugosc 8.

Obliczymy kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy w tym ostrostupie.
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Przekatna podstawy ma dlugos¢
d=4v2-v/2=38
Stad % = 4.

Korzystajac z funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkgcie prostokatnym AEH
otrzymujemy tg o = % = 2.

Z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych mamy o ~ 63°.
Przyktad 2

Wroc¢my do tipi budowanego we wprowadzeniu. Pod jakim katem nalezy ustawic¢ kijki
tipi, ktorego podstawa jest kwadrat o boku 120 cm, jezeli kije zostajg ze sobg zwigzane na
wysokosci 170 cm?

Przekatna podstawy ma dlugosc¢ d = 1, 2v/2 m zatem % =0,6v2m.

Korzystajgc z funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym

0,6v2 .
cosa = 7= ~0,5,azatema ~ 60".

Kat nachylenia wysokosci ostrostupa prawidtowego
czworokatnego do ptaszczyzny Sciany bocznej

Kat nachylenia wysokosci ostrostupa do $ciany bocznej, to kgt pomiedzy wysokoscig
ostrostupa, a wysokoscig $ciany bocznej poprowadzong z wierzchotka ostrostupa.

Do obliczenia miary tego kata wykorzystujemy trojkat prostokatny, ktorego bokami sa
wysokos¢ ostrostupa, wysokoSc¢ Sciany bocznej oraz odcinek taczacy spodek wysokosci ze
srodkiem krawedzi podstawy.

Przyktad 3

Obliczymy tangens kata nachylenia wysokosci do sciany bocznej ostrostupa
prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy 6 i krawedzi boczne;j 9.
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Obliczymy dtugos¢ wysokosci $ciany bocznej poprowadzonejz wierzchotka £
korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa

3+ h* =9’
A zatem
h? = 72istad h = 6v/2.

Obliczymy teraz dlugos$¢ wysokosci ostrostupa
2
H +3° = (6v2)

Czyli H2 = 63, astad H = 3V/7.

. 3 ﬁ
Ostatecznie tga = 3T

Kat pomiedzy sciang boczna, a ptaszczyzng podstawy
ostrostupa prawidtowego czworokatnego

Kat pomiedzy Sciang boczng, a plaszczyzng podstawy w ostrostupie prawidtowym
czworokatnym jest katem pomiedzy wysokosScia Sciany bocznej poprowadzone;j

z wierzchotka ostrostupa, a odcinkiem tgczacym spodek wysokosci ze Srodkiem krawedzi
podstawy.

W obliczeniach wykorzystujemy ten sam trojkgt prostokatny, co w poprzednim przypadku.
Przyktad 4

Kat pomiedzy wysokoscig ostrostupa prawidlowego czworokatnego, a Sciang boczng ma
miare 23°. Jakg miare ma kat pomiedzy $ciang boczng a plaszczyzng podstawy?

Kat nachylenia wysokosci do $ciany bocznej oraz kgt pomiedzy Sciang boczna,
a ptaszczyzna podstawy sg katami ostrymi tego samego trojkgta prostokatnego.

A zatem kat pomiedzy Sciang boczng, a ptaszczyzna podstawy ma miare
a=90°—23° =67°.

Wazne!
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Suma miary kata nachylenia wysokosSci do Sciany bocznej oraz kata pomiedzy Sciana
boczng i ptaszczyzna podstawy wynosi 90°.

Kat pomiedzy scianami bocznymi ostrostupa prawidtowego
czworokatnego

Kat pomiedzy Scianami bocznymi ostrostupa prawidtowego, to kat pomiedzy wysokosciami
tych $cian poprowadzonymi z wierzchotkéw podstawy ostrostupa na wspolna krawedz
boczng.

Zauwazmy, ze tréjkat DG B jest rbwnoramienny, a bok DB tego trojkata jest przekatna
podstawy ostrostupa.

Przyktad 5

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugos¢ 2, a krawedz
boczna 4. Oblicz sinus kata pomiedzy Scianami bocznymi tego ostrostupa.

Zrobmy rysunek pomocniczy.

Sciany boczne sg trojkgtami rownoramiennymi.

Obliczmy, korzystajgc z Twierdzenia Pitagorasa, wysokosc¢ tréojkata DC'E poprowadzona
z wierzchotka E:

12 4 B2 — 42

Stad h = /15.

Pole trojkgta DC'E wynosi zatem
2V15 TF

P=2b =15

Pole tego trojkgta mozna policzy¢ rowniez ze wzoru

p _ loBliDG)
2

Czyli V15 = %.

Mamy juz zatem dtugo$¢ |DG| = @

Ponadto | DB| = 2v/2.
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Skorzystajmy z twierdzenia cosinusow:

IDB|)* = |DG|? + |BG|)* — 2-|DG| - |BG| - cos(<BGD)
g—15 4 1 9.5 VI o5(qBGD)

L . cos(«BGD) = —%

A zatem

cos(<BGD) = —5¢

Oznacza to, ze kgt pomiedzy Scianami bocznymi tego ostrostupa jest rozwarty.

Korzystajac z “jedynki trygonometrycznej’ sin?(<BGD) = %, a sinus kata rozwartego
jest dodatni.
A zatem

sin(«<BGD) = Y14,

Stownik

kat nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego do ptaszczyzny
podstawy

kat pomiedzy krawedzig boczng, a przekatng podstawy

kat nachylenia wysokosci ostrostupa prawidtowego czworokatnego do ptaszczyzny sciany
bocznej

kat pomiedzy wysokoscig ostrostupa prawidlowego czworokatnego, a wysokoscig Sciany
bocznej poprowadzonejz wierzchotka ostrostupa

kat pomiedzy $ciang boczna, a ptaszczyzng podstawy ostrostupa prawidtowego
czworokatnego

kat pomiedzy wysokos$cig Sciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego
poprowadzong z wierzchotka ostrostupa, a odcinkiem tgczacym spodek wysokosci ze
srodkiem krawedzi podstawy

kat pomiedzy $cianami bocznymi ostrostupa prawidtowego czworokatnego

kat pomiedzy wysoko$ciami Scian bocznych poprowadzonymi z réznych wierzchotkow

podstawy na wspolng krawedz tych Scian



Aplet

Polecenie 1

Spodjrz na ostrostup prawidtowy czworokatny w aplecie. Poruszajagc mysza na ilustracji mozesz
zaobserwowac poszczegdlne katy w ostrostupie prawidtowym czworokatnym z réznej

perspektywy. Przyjrzyj sie im uwaznie. Przeciggnij myszg, aby bryta zaczeta sie obracac.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1E594I1fZ

Polecenie 2

Nazwij katy, ktére pojawiajg sie w aplecie:

LOME, LECS, {SEN, {DBE, {ENS, L{CAE, {SDE, {MES, LEOS.

Polecenie 3

Podaj przyktady par katow (sposréd poznanych dzis typow) w ostrostupie przedstawionym
w aplecie, ktérych suma wynosi 90°.



https://zpe.gov.pl/a/D1E594IfZ

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1 @)

Ostrostupy na rysunkach sg prawidtowe. Wybierz wtasciwg ilustracje graficzng podanego
kata.

Kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

O

Kat pomiedzy sgsiednimi $scianami bocznymi ostrostupa prawidtowego czworokatnego.

i




Cwiczenie 2 @)

Uzupetnij luki w tekscie jednym z wymienionych okreslen. Przeciggnij odpowiednie okreslenia
W poprawne miegjsca.

Kat nachylenia wysokosci ostrostupa prawidtowego do sciany bocznej, jest katem pomiedzy

______________

krawedzig podstawy ’ ‘ wysokoscig sciany bocznej wychodzaca z wierzchotka ostrostupa ’

przekatng podstawy ’ ‘ wysokoscig sciany bocznej wychodzaca z wierzchotka ostrostupa ’

wysokos$ciami scian bocznych wychodzacymi z wierzchotka ostrostupa ’

krawedzig bocznag ’ ‘ krawedzig boczng i krawedzig podstawy ’ ‘ wysokoscig ostrostupa ’

wysokosciami $cian bocznych wychodzacymi z réznych wierzchotkéw podstawy ’




Cwiczenie 3

Ostrostup na rysunku ponizej jest prawidtowy.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Jezeli trojkat ESF jest rownoramienny, to kat pomiedzy ptaszczyzng Sciany
bocznej, a ptaszczyzng podstawy ma miare 45°.

O

Jezeli trojkat ESF jest rownoramienny, to kat nachylenia wysokosci do $ciany
bocznej ma miare 45°.

Jezeli trojkat AEC jest prostokatny, to kat nachylenia krawedzi bocznej do
ptaszczyzny podstawy ma miare 45°.

Jezeli kat AEC ma miare 40°, to kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny
podstawy ma miare 50°.



Cwiczenie 4

Ostrostupy na rysunkach sg prawidtowe. Oblicz miary katéw wskazanych na rysunkach
i nazwij je.

1)

2)




3)

Cwiczenie 5 O

Wysokos$¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest trzykrotnie dtuzsza od jego krawedzi
podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

Cwiczenie 6 O

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o wymiarach jak na rysunku. Nazwij kat £ SEJ.
Oblicz jego miare. Jakim tréjkatem jest trojkat JEG?




Cwiczenie 7 @

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest dwukrotnie wieksze od pola
trojkata bedacego jego $ciang boczna. Jaka miare ma kat pomiedzy sciang boczng
a ptaszczyzna podstawy?

Cwiczenie 8 @

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosc 4, a kat nachylenia
wysokosci ostrostupa do $ciany bocznej ma miare 15°. Oblicz miare kata nachylenia krawedzi
bocznej do ptaszczyzny podstawy.



Dla nauczyciela

Autor: Magdalena Wojciechowska-Rysiawa
Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy pomiedzy plaszczyznami i prostymi oraz pomiedzy plaszczyznami
w ostrostupie prawidlowym czworokatnym

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum lub technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» wymienia katy pomiedzy ptaszczyznami i prostymi oraz pomiedzy ptaszczyznami
w ostrostupie prawidtowym czworokgtnym

» wskazuje katy w ostrostupie prawidtowym czworokatnym na podstawie
zamieszczonego rysunku

 oblicza miary katow w ostrostupie z zastosowaniem Twierdzenia Pitagorasa, wlasnosci
trojkata rownobocznego, trojkata prostokatnego rownoramiennego oraz funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokatnym

 analizuje wzajemne zaleznosSci pomiedzy miarami katow w ostrostupie prawidlowym
czworokatnym

o grupuje katy w ostrostupie prawidtowym czworokgtnym wedtug podanej zasady



Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:

burza mozgow

rozmowa nauczajqca

dyskusja
rozmowa kierowana

Formy pracy:

e praca z cata klasg
e pracaw parach
e pracaw grupach

Srodki dydaktyczne:

o komputer z dostepem do Internetu, gtosnikow i tablicy interaktywnejlub projektora
» materialy zawarte w e-podreczniku

» arkusze papieru i flamastry dla poszczegolnych grup

« modele bryl

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prowadzi rozmowe kierowang z uczniami na temat tego, co juz wiedzg
o ostrostupach, w tym szczegolnie ostrostupach prawidlowych czworokatnych. Zwraca
szczeg6lng uwage na odcinki i rodzaje Scian w ostrostupach. Przypomina definicje
funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokatnym.

2. Nauczyciel pokazuje uczniom zdjecie tipi i zadaje pytanie kluczowe: co jest niezbedne,
aby roztozy¢ namiot typu tipi?
Nauczyciel podkres$la wage katow przy prawidlowej konstrukcji namiotu.

3. Nauczyciel formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prowadzi z uczniami rozmowe nauczajgcg na temat typow katow
w ostrostupie prawidtowym czworokatnym. Wskazuje katy na modelu oraz
w materialach w sekcji ,Przeczytaj’ i aplecie.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby samodzielnie wykonali polecenia dotgczone do apletu,
a nastepnie prosi o wymiang¢ kartek z odpowiedziami pomiedzy uczniami w tej samej
lawce. Wyswietla prawidlowe odpowiedzi, uczniowie dokonujg oceny kolezenskie;j.
Nauczyciel wraz z uczniami omawia btedy, ktore si¢ pojawity.



3. Nauczyciel analizuje przyktady zawarte w materiatach multimedialnych. Nastepnie
dzieli klase na 3-osobowe grupy, daje kazdejz grup arkusz papieru i flamastry.
Uczniowie w grupach dyskutujg nad rozwigzaniem zadan zamknietych z sekcji
»Sprawdz sie”.

Nauczyciel prezentuje poprawne rozwigzania. Nastepnie metodg burzy mozgow
probuje wraz z uczniami znalez¢ wzajemne zaleznosci pomiedzy katami w ostrostupie
prawidtowym czworokgtnym i rozpatruje szczegolne przypadki - gdy niektore

z trojkatoéw sa rownoboczne lub prostokatne i rGwnoramienne.

Uczniowie rozwigzuja w zeszytach zadania otwarte z sekcji ,Sprawdz sie”

Nastepnie wraz z nauczycielem sprawdzajg poprawno$¢ rozwiazania, omawiaja
ewentualne btedy i mozliwo$ci doboru innych strategii rozwigzywania zadan.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel nawigzuje do pytania kluczowego poprzez zaprezentowanie przyktadu
z sekciji ,Przeczytaj’. Zwraca uwage na uzyteczno$¢ matematyki w zyciu codziennym
i to w jaki sposob stosuje si¢ jg intuicyjnie, nie wiedzac, ze korzysta si¢ z praw
i wlasnosci matematycznych.

2. Nauczyciel prosi o wskazanie mocnych i stabych stron lekcij.

Praca domowa:

Rozwigzac zadania interaktywne z sekcji ,Sprawdz sie”, ktore nie zostaty omowione na
lekcij.

Materialy pomocnicze:

o Ostrostup i jego wlasnosci
o Ostrostup - opis bryly

Wskazowki metodyczne:

Uczen moze odtworzy¢ aplet po przeprowadzeniu lekcji jako podsumowanie. Uczniowie,
ktorzy majg problemy z opanowaniem matematyki moga si¢ z nim zapoznac przed lekcja.
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