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Zrédto: Sebastian Pichler, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W V w. n.e. chinski matematyk Zu Chongzhi odkryl bryte o nazwie ,mouhefanggai”, dzieki
ktorej wyznaczal objetosc kuli. W pozniejszych wiekach podejmowano wiele prob
znalezienia wzoru na objetos¢ kuli. W materiale podamy ten wzor, a nastepnie
wykorzystamy do rozwigzywania réznych problemoéw matematycznych. Bazujac na czesci
teoretycznejoraz omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

Obliczysz objetos¢ kuli, gdy dana jest dlugos$¢ jej promienia.

Wyznaczysz promien kuli, gdy dana jest jej objetos¢ lub pole powierzchni.

Zastosujesz wlasnosci pojecia objetosci.

Wykorzystasz wzor na objetos$c¢ kuli do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Juz wiesz

Kulg nazywamy zbior punktow przestrzeni oddalonych nie wigcejniz o ustalona
odlegto$¢ R (promien kuli) od zadanego punktu O ($rodek kuli). Srednicg d kuli jest
cieciwa przechodzaca przez $rodek kuli, zatem d = 2R.

Pole powierzchni kuli obliczamy ze wzoru:

P = 47 R2.

Objetos¢ kuli

Niech R bedzie dlugoscia promienia kuli.

Objetos¢ V kuli obliczamy ze wzoru:

Ciekawostka

Do wyprowadzenia wzoru na objetoS¢ kuli wykorzystuje si¢ analize matematyczng wraz
z rachunkiem catkowym.

Jezeli mamy dany wzor na objetos¢ kuli, to mozemy w tatwy sposdb wyprowadzi¢ wzor na
jej pole powierzchni poprzez podziat powierzchni kuli na jednakowe trojkaty

krzywoliniowe.
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Przyktad 1

Obliczymy objetos¢ kuli, jezeli jej promien ma dlugos¢ %
Rozwigzanie

Poniewaz R = %, zatem objetosc¢ kuli jest rowna:

Vet (1)’ =dom it

Objetosc¢ kuli wynosi %71

Przyktad 2

Wyznaczymy dlugos¢ promienia kuli o objetosci rownej %ﬁ .

Rozwigzanie

Poniewaz V' = %\6 m, zatem do wyznaczenia dtugosci promienia R kuli rozwigzujemy

rownanie:

R =22

Promien kuli ma dtugo$c¢ 2V/2.

Przyktad 3

Promien kuli zwiekszono o 20%. Obliczymy, o ile procent wzrosta objeto$¢ tej kuli.
Rozwigzanie

Niech R bedzie dlugoscig promienia kuli.

Wowczas objetos¢ tej kuli wynosi:

Vi = 37R:°.

Zatozmy, ze po zwiekszeniu dtugo$ci promienia kuli 0 20% otrzymujemy kule
o promieniu Rs.

Zatem:



Ry, =1,2R;.
Wtedy objetosc¢ tej kuli wynosi:

Vo=4.7.(1,2R)’ = 47-1,728R,°.

w

Roznica objetosci tych kul wynosi:

Vo—Vi=47-1,728R® — 47R* = 0,728 - 47 R* =72,8% - +7wR:°.
Wobec tego objeto$¢ kuli wzrosta o 72, 8%.

Przyktad 4

Obliczymy objetosc¢ kuli, jezeli jej pole powierzchni wynosi 8.

Rozwigzanie

Z tre$ci zadania wynika, ze P = 8.

Zatem do wyznaczenia dtugosci promienia R rozwigzujemy rownanie:

87 = 4w R?

R?2=2czyi R =2

Wobec tego objetos¢ V kuli jest rowna:

3 —
V:%’ﬂ"(\/i) :%-7‘{.2\/5:87\/27(
Przyktad 5

Wiadomo, ze dlugosci promieni trzech kul sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego
o roznicy 4, aich suma wynosi 18. Wyznaczymy stosunek objetosci kuli o najmniejszym
promieniu do objetosci kuli o najwiekszym promieniu.

Rozwigzanie

Jezeli promienie kul s3 kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego o roznicy 4, to ich
dtugosci wyznaczajg nastepujace zaleznosci:



Poniewaz suma dlugosci tych promieni wynosi 18, zatem do wyznaczenia wartoSci
rozwiazujemy rownanie:

z+zxrx+4+2x+8=18
3r+12 =18
3r = 6, zatem x = 2.

Wobec tego dtugosci promieni tych kul wynosza odpowiednio:

R, =2,
Ry, = 6,
R3; = 10.

Zatem stosunek objetosci kuli o najmniejszym promieniu do objetosci kuli o najwiekszym
promieniu wynosi:

Vi _ 3™ 2 1

Vs 17100 T 107 125
Stownik

kula

bryta obrotowa, ktora powstaje przez obrot kota wokot osi zawartej w plaszczyznie kota,
do ktorejnalezy srodek kota

objetos¢

miara przestrzeni, jaka zajmuje bryla w przestrzeni trojwymiarowej



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2

Promienie kul K, K5, K3 sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie 2, przy czym

promien kuli K3 jest rowny @ Oblicz sume objetosci tych kul.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz.

Objetosc kuli o srednicy dtugosci % WYNosi:
O =
O 6

4
O s

Cwiczenie 2
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli kule wpisano w szescian o krawedzi dtugosci 6, to:

‘6”2887r”3’ 2v/3 || 367 | | 32mv/3




Cwiczenie 3
Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

7

D Objetoé¢ kuli o promieniu dtugoéci %2 wynosi <.
J€ p g 5 WY 3

(] Obijetosc kuli o promieniu dtugosci 2\/§ WYNOSi 32\/§7r.

(] Promien kuli o objetoéci 277 ma dtugosé 4’ %.

(] Promien kuli o objetosci %w ma dtugos¢ /4.

Cwiczenie 4
Potacz w pary dtugos$¢ promienia R kuli z odpowiadajgcg mu objetoscia V.

R=+% V =4+/3n
R=+/3 V==
R=¥ V = 36w
R=3 V=4

Cwiczenie 5
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Kula o promieniu réwnym promieniowi kota o polu
247

ma promien réwny 3v3 ’

ma objetos¢ rowna 1087r\/§ ’

ma pole powierzchni réwne

., D 1087
Kula o promieniu rownym promieniowi kota

o obwodzie 67v/3 ma pole powierzchni réwne 967 ’

ma promien réwny 2v/6 ’

ma objetosé¢ réwna 6476 ’




Cwiczenie 6

Pewna kule przecieto ptaszczyzna. Otrzymany przekrgj jest kotem o promieniu dtugosci 3\/5
i Srodku oddalonym od $rodka kuli o 4. Wyznacz objetosc tej kuli.

Cwiczenie 7 @
Wiadomo, Ze objetos¢ kuli wynosi V. Wyznacz pole powierzchni tej kuli.
Cwiczenie 8 @

Dwie miedziane kule o promieniach R; = 4 oraz R2 = 3 przetopiono w jedng kule. Oblicz
promien powstatej kuli.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Objetos¢ kuli

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza objetos¢ kuli, gdy dana jest dtugosc jej promienia;

e wyznacza promien kuli, gdy dana jest jej objetos¢ lub pole powierzchni;

 stosuje wlasnosci pojecia objetoSci;

» wykorzystuje wzor na objetosc¢ kuli do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

dyskusja;

metoda kota i myszy;

liga zadaniowa;

burza mozgow.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
» telefony z dostepem do internetu;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,,Objetos¢ kuli” oraz cele, wybrana osoba formutuje
kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj’; analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych”
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

5. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia nr 6, 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metodg kot i mysz.
Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc¢. Po 2
nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role
uczniow odwracajg sie i mysz staje sie kotem - procedura sie powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzywania ¢wiczen na temat ,,Objetos¢
kuli”



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
o Kulai sfera
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ do powtoérzenia
wiadomosci dotyczacych wyznaczania objetosci kuli lub do realizaciji lekciji ,Przekroje
kuli”.


https://epodreczniki.pl/a/kula-i-sfera/D1F7mMmuS

