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Prawdopodobnie w karty grywali juz Chinczycy w X wieku. Karty do gry powstaty
z przeniesienia na papier notacji uzywanejw grze w kosci.

Do Europy karty trafity mniej wiecejw XIV. Poczagtkowo sporzgadzano je recznie, wiec byly
bardzo drogie.

W Polsce gra w karty szybko si¢ rozprzestrzenita. W XI w. na rynkach mozna byto spotkac
kartownikow, czyli kramarzy sprzedajacych tylko karty. Obecnie karty stracity na
popularnosci, ale w tradycji szkolnej, ciggle w modzie s3 zadania, w ktorych nalezy obliczy¢
prawdopodobienstwo wylosowania z talii danego zestawu kart.



Georges de La Tour
Oszust zasem karo (1636-1638)

W tym materiale roOwniez rozwigzemy takie zadania, skorzystamy przy tym z klasycznej
definicji prawdopodobienstwa. Klasyczne definicja prawdopodobienstwa obejmuje tylko
przypadki, gdy rozwazane zdarzenia sg jednakowo prawdopodobne i jest ich skonczona
liczba. Takie zalozenie przyjmowano automatycznie w poczatkach rozwoju rachunku
prawdopodobienstwa, niestety czesto prowadzito to do blednych rozwigzan. Sytuacje
oparte na zatozeniach klasycznej definicji prawdopodobienstwa rzadko wystepujg

w realnym $wiecie. Jednak ich rozwazanie rozwija umiejetno$c¢ logicznego myslenia i jest
baza do prowadzenia bardziej ztozonych operacji matematycznych, np. w obliczeniach
statystycznych.

Twoje cele

o Sformulujesz wlasna definicje prawdopodobienstwa.

» Rozpoznasz zdarzenia jednakowo prawdopodobne.

o Okreslisz zbior zdarzen sprzyjajacych zajsciu danego zdarzenia.

» Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzenia, korzystajac z klasycznej definicji

prawdopodobienstwa.



Przeczytaj

Obserwacje wynikow gier losowych doprowadzity do formutowania pierwszych stwierdzen
i wnioskow dotyczacych szans wygranej. Odpowiedzig na interesujgce graczy zjawiska, byta
definicja prawdopodobienstwa (zwana dzisiaj klasyczng), sformulowana przez
osiemnastowiecznego francuskiego matematyka, fizyka, astronoma i geodete Pierra Simona
de Laplace’a. Definicja ta jest o tyle wygodniejsza od aksjomatycznej definicji
prawdopodobienstwa, iz daje praktyczna wskazowke, jak wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
danego zdarzenia.

Definicja: Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych.

Prawdopodobienstwem zajécia zdarzenia A C 2 nazywamy liczbe:

P(A) = 4.

Z klasycznej definicji prawdopodobienstwa wynika wiec, ze prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia A C (2 jest réwne ilorazowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A do liczby wszystkich zdarzen elementarnych nalezacych do zbioru (2.

Definicja ta zaktada wiec, ze wszystkie zdarzenia elementarne wzajemnie si¢ wykluczaja,
a ich wystagpienia sg rownie mozliwe.

Podsumowujac — w klasycznym schemacie obliczania prawdopodobienstwa zaktada si¢
wiec, ze:

« zbidr wszystkich zdarzen elementarnych jest zbiorem skonczonym,
» wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne.

Korzystajgc z tych zatozen (nie powtarzajac ich za kazdym razem) bedziemy rozwigzywac
wszystkie zadania w tym materiale.

Pokazemy teraz zastosowanie klasycznej definicji prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstwa zdarzen, na przykladzie losowania kart do gry.

Przed rozwigzywaniem zadan, kilka przydatnych wiadomosci.

Zwykle talia do gry zawiera 52 karty w czterech kolorach: pik, kier, trefl, karo. W kazdym
z tych kolorow jest 13 kart.
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pik kier trefl karo

Kazdy z koloréw posiada dziewie¢ kart numerowanych od 2 do 10 oraz trzy figury: krol,
dama, walet oraz. dodatkowa karte - as.

W pierwszych trzech przykladach losowac¢ bedziemy tylko jedna karte z talii.

Przyktad 1

Z talii 52 kart losujemy jedna. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta to
figura.

Zdarzeniu F' - wylosowana karta to figura, sprzyja 3 - 4 = 12 zdarzen elementarnych (sg
trzy figury w kazdym z czterech kolorow).

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna 52 (tyle jest kart w talii).
Korzystamy ze wzoru podanego w klasycznej definicji prawdopodobienstwa.
P =4 =4

Odpowiedz:

. . . , 3
Prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta to figura jest rowne 3.
Przyktad 2

Z talii 52 kart losujemy jedna. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta nie
jest ani treflem, ani dama.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty, ktora nie jest ani treflem, ani dama.

Jesli karta nie ma by¢ treflem, to moze by¢ pikiem, kierem, karo - 3 - 13 = 39 mozliwosci.
Jednak wérod tych kart sg trzy damy. Musimy je wykluczyc¢.
Zatem:

Al =39 —3 =236
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Mozemy teraz obliczy¢ szukane prawdopodobienstwo.

PA) =38 =2
Odpowiedz:

9

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta nie jest ani kierem, ani damg jest rowne .

Przyktad 3

Z talii 52 kart losujemy jedna. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta jest
kierem, karo lub dwojka.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty, ktora jest kierem, karo lub dwojka.

Wylosowana karta moze by¢ kierem (13 mozliwosci) lub karo (13 mozliwosci), moze by¢
tez dwojka (4 mozliwosci).

Wydaje sie wiec, ze liczba zdarzen sprzyjajacych wylosowaniu karty jest rowna
13 +13 +- 4.

Jednak tak nie jest, bo sg dwie dwojki, ktore w ten sposob liczone by byly podwojnie -
dwojka kier i dwojka karo.

Zatem:

A =13+13+4—2 =28

Stad:
P(A) =5 =1
Odpowiedz:

T
13-

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta jest kierem, karo lub dwojka jest rowne
Teraz czas na trudniejsze przyktady.

Przyktad 4

Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem trzy karty. Obliczymy jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kolejno dwojka, trojke i czworke.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kolejno dwdjki, trojki i czworki.




Losujemy karty ze zwracaniem, wiec za kazdym razem losujemy jedna karte z 52. Zgodnie
z reguta mnozenia:

Q| = 525252 = 523

W talii sg cztery dwojki, cztery trojki i cztery czworki, zatem, rozumujac w podobny
sposob, jak przy wyznaczaniu mocy zdarzen elementarnych, otrzymujemy:

A =4-4-4=43
Stad:

_ 4 (a3 _ 1
P(A)=+5=(13) =
Odpowiedz:
Prawdopodobienstwo, ze wylosowane karty to dwojka, trojka i czworka jest rowne fw.

Przyktad 5

Z talii 52 kart wyciagamy dwie karty. Obliczymy jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wylosujemy dwa asy.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch aséw.

Losujemy dwie sposrod 52 kart.

Zatem:

52 .
1= () = = 22 — 1320

Dwa asy losujemy sposrod 4 znajdujacych sie w talii.

Stad:

4
‘A‘:<2>:%:ﬂ:6

Obliczamy prawdopodobienstwo:

P(A) = w% = =7
Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch asow jest rowne %

Przyktad 6



Potasowano tali¢ kart i karty rozdano czterem graczom - kazdemu po tyle samo.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze gracz z numerem 1 otrzymat trzy krole.

Oznaczmy:
K -zdarzenie polegajace na otrzymaniu trzech kroli.

Kazdy z graczy otrzymat po 52 : 4 = 13 kart.

Zatem:

o1 =(33)

Gracz z numerem 1 ma otrzymac trzy krole, wiec powinien jeszcze otrzymac
13 — 3 = 10 kart, ktore nie sg krolami i ktore sa losowane sposrod 52 — 4 = 48
pozostatych kart.

Stad:

#1=(5)- (1)

Obliczamy prawdopodobienstwo:

P(K) — <;’l><ig> _ _858

(52) 20825
13
Odpowiedz:
Prawdopodobienstwo otrzymania trzech kroli przez gracza z numerem 1 jest rowne
858
20825 *
Stownik

klasyczna definicja prawdopodobienstwa

niech (2 bedzie skonczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych; prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia A C €2
nazywamy liczbe




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem. Poréwnaj uzyskane wczesnie wiadomosci z tymi, zawartymi na filmie.
Zwrdéc¢ uwage na istotne elementy, ograniczajgce stosowanie klasycznej definicji
prawdopodobienstwa.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D19byieU0

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego prawdopodobienstwa klasycznego.

Polecenie 2

Zaktadamy, ze wszystkie zdarzenia zawarte w odpowiednich zbiorach zdarzen elementarnych
Qq, Q9, Q3, Q4 s3 jednakowo prawdopodobnei A C Qy, B C Qy, C C Q3, D C Q4.

Okresl, czy prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen A, B, C, D mozna obliczyé, korzystajac
z klasycznej definicji prawdopodobienstwa, jesli:

A - wylosowanie asa sposrod wszystkich kart koloru pik,

B - wyciagniecie dwdch kart koloru pik,

C - sposrdd dziesieciu kart do gry, wylosowanie karty o najnizszej wartosci,

D - z talii 52 kart do gry wylosowanie asa lub damy.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Z talii zawierajacej 52 karty losujemy jedng. Prawdopodobienstwo, ze bedzie to pik, trefl lub
dama jest rowne:

10
13

O
O %
O

O %
Cwiczenie 2 @)

Magda potaczyta dwie talie kart, z ktérych kazda sktadata sie z 52 kart. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze losujac jedng karte z utworzonej talii, nie wylosuje ani czarnej 2, ani
czarnej 10? Zaznacz poprawng odpowiedz.

o O O 0O
<




Cwiczenie 3

Z talii zawierajacej 52 karty do gry losujemy jedng. Potacz w pary - opis zdarzenia
i odpowiadajgce mu prawdopodobienstwo zajscia tego zdarzenia.

Wylosowanie kréla lub damy. %
Wylosowanie karty innej niz figura. %
Wylosowanie kréla koloru pik lub trefl. %
Wylosowanie karty, ktéra nie jest ani 9
treflem, ani waletem. 13

Cwiczenie 4

Z talii 52 kart wyciagnieto jednoczesnie 5 kart.

Uzupetnij opis wyznaczania prawdopodobienstwa zdarzenia A - wyciagnieto trzy karty
czerwone (karo lub kiery).

Przeciagnij odpowiednie liczby.
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Cwiczenie 5
Zaznacz wszystkie stwierdzenia prawdziwe.

Prawdopodobienstwo wylosowania waleta z talii zawierajacej 52 karty, jest wieksze
niz wylosowanie asa.

O

Z talii zawierajacej 52 karty losujemy jednoczesnie 13 kart. Prawdopodobienstwo,

52
ze wylosujemy same kiery jest rowne 1 : (13) .

Z talii zawierajacej 52 karty losujemy jednoczesnie 13 kart. Prawdopodobienstwo,
o (1)
ze wsrdd tych kart beda dwie piatki jest rowne <T
L)

Prawdopodobienstwo wylosowania z talii zawierajacej 52 karty, karty innej niz
figura, jest wieksze niz 0, 7.

O

Cwiczenie 6

Do gry w ,tysigca” uzywa sie matej talii kart, ztozonej z 24 kart od dziewiatek do asow.
Losujemy jedna karte.
Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby zaokraglone do jednosci.

Prawdopodobienstwo wylosowania asa jest rowne okoto ‘ ’%.

Prawdopodobienstwo, ze nie wylosujemy waleta jest réwne okoto ‘ ’%.

Prawdopodobienstwo, ze nie wylosujemy ani pika, ani krdla jest réwne okoto
%.

Prawdopodobienstwo wylosowania figury jest rowne ’%.




Cwiczenie 7 @

Pawet losuje trzy karty z talii do gry w skata, zawierajacej 32 karty.
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Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania przez Pawta trzech kart koloru czarnego, jesli
losuje karty:

a. ze zwracaniem,

b. bez zwracania.

Cwiczenie 8 O

Z talii 52 kart losujemy jednoczesnie 13 kart. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrdd tych kart
beda trzy damy i dwa asy.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prawdopodobienstwo klasyczne

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» formutluje wlasng definicje prawdopodobienstwa

e rozpoznaje zdarzenia jednakowo prawdopodobne

 okresla zbior zdarzen sprzyjajacych zajsciu danego zdarzenia

 oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia, korzystajgc z klasycznej definiciji
prawdopodobienstwa

 dobiera odpowiedni model matematyczny do sytuacji z kontekstem realistycznym,
wymagajgcej obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia

o prowadzi proste rozumowania, w celu wyjasnienia sposobu rozwigzania problemu
probabilistycznego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



« konektywizm
Metody i techniki nauczania:

e oszukac oszusta
e drama

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
o kartydo gry

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Zajecia rozpoczyna nauczyciel, pytajac uczniow o szans¢ wylosowania z talii kart, ktora
trzyma w dloni, figury (krola,damy lub waleta). Zapewne padna rézne odpowiedzi,
wtedy nauczyciel prosi, aby jeden z uczniow wylosowat karte i sprawdzit, czy otrzymat
figure. Nastepnie prosi kolejnego ucznia, itd. Inicjuje przy tym dyskusje, jak zmienia sie
szansa otrzymania figury w kolejnych losowaniach. Gdy okazuje si¢, ze zaden z uczniow
nie wylosowat figury, nauczyciel pokazuje karty, w ktorych nie ma ani krola, ani damy,
ani waleta. Jest to wstep do rozmowy o tym, jak wazne jest ustalenie zbioru zdarzen
elementarnych w doswiadczeniu losowym.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w parach, korzystajac z kart do gry. Ich zadaniem jest wymyslenie
prostego doswiadczenia losowego zwigzanego z kartami, okreslenie szansy zajscia
danego zdarzenia i sprawdzenie doswiadczalnie, czy ich przypuszczenia sg stuszne.

2. Po prezentaciji kilku pomystow, nauczyciel prosi o sformutowanie przez uczniow
wlasnych definicji prawdopodobienstwa, ktora powinna by¢ teoretycznym opisem
wnioskow z wykonanych do$wiadczen. Jesli uczniowie bedq mieli problem
z zapisaniem definicji, nauczyciel moze zaproponowac okreslenie tylko
przypuszczalnych wlasnosci prawdopodobienstwa.

3. Wybrane pary uczniow przedstawiajg swoje pomysty, ktore sg korygowane przez
innych uczniow i nauczyciela, tak, aby w wyniku otrzymac i zapisa¢ klasyczng definicje



prawdopodobienstwa.

4. Uczniowie pracuja w 6 grupach. Zadaniem kazdej grupy jest przygotowanie w formie
mini - dramy jednego z przyktadow zapisanych w sekcji ,,Przeczytaj”. Grupy prezentujg
zadania, uczniowie podpowiadajg rozwiazania.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Dyskusja - czy trudno jest poprawnie sformutowac¢ definicje lub wlasnosci danego
zjawiska, zdarzenia na podstawie wykonanych kilku doswiadczen. Dlaczego?

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:
Wykonanie ¢wiczen interaktywnych zawartych w sekcji ,,Sprawdz si¢”.

Powinni tez zapoznac si¢ z filmem - samouczkiem, co bedzie przydatne na nastepnych
zajeciach.

Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wtasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Film mozna wykorzysta¢, podsumowujac caty dziat, zwigzany z rachunkiem
prawdopodobienstwa.
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