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Czworoscian

Zrédto: Just Another Photography Dude, dostepny w internecie: https:/pexels.com/.

W tym materiale omowimy najmniejszy co do liczby Scian wieloscian. Tak jak na
plaszczyznie kazdy wielokat mozna rozcig¢ na skonczong liczbe trojkatow, tak

w przestrzeni trojwymiarowej kazdy wieloScian mozna przedstawic jako skonczong sume
czworo$cianow. Zastanowimy si¢ nad wiasnosciami czworoscianow i sprobujmy je
sklasyfikowac.

Twoje cele

e Odroéznisz czworosScian od innych bryt.

e Rozpoznasz czworoSciany szczegolne.

» Zastosujesz wlasnosci czworoScianu do rozwigzywania zadan z geometrii
przestrzennej.




Przeczytaj

Czworoscian to wieloScian o czterech Scianach. Latwo zauwazy¢, ze kazda ze Scian
czworoS$cianu jest trojkatem.

C

Kazdy czworoscian ma 4 wierzchotki, 6 krawedzi i nie ma przekatnych - kazdy odcinek
taczacy dwa wierzchotki czworoscianu jest jego krawedzia.

Kazdy czworoscian jest ostrostupem tréojkgtnym. Poniewaz wszystkie Sciany czworo$cianu
sa trojkatami, wiec kazda z nich moze by¢ rozpatrywana jako podstawa i z kazdego
wierzchotka mozna poprowadzi¢ wysokoS¢:
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Wsrod wszystkich czworo$ciandow wyr6ézniamy:

« czworosciany foremne, w ktorych wszystkie Sciany sg przystajacymi trojkgtami
rownobocznymi:

 ostrostupy prawidlowe, w ktorych jedna ze Scian (ktorg przyjmujemy za podstawe) jest
trojkatem rownobocznym, za$ spodek wysokosci ostrostupa poprowadzonejdo
podstawy pokrywa si¢ z srodkiem okregu opisanego na podstawie:



A

B

 ostrostupy proste, w ktorych spodek wysokos$ci ostrostupa pokrywa si¢ z srodkiem
okregu opisanego na podstawie, ale podstawg moze by¢ dowolny trojkat:

D

Przyjrzyjmy si¢ blizej ostrostupom prostym. Niech tréjkat ABC bedzie podstawa ostrostupa,
D wierzcholtkiem ostrostupa nie lezacym w plaszczyznie podstawy, zas S spodkiem
wysokosci ostrostupa i Srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Woweczas latwo zauwazy¢, ze trojkaty DSC, DSBi DS A sa przystajace na mocy cechy
bok-kat-bok (DS jest wspolnym bokiem wszystkich trojkatow, wszystkie trojkaty majg kat
prosty oraz |SC| = |SB| = |SA|, bo sq promieniami tego samego okregu). Zatem

|AD| = |BD| = |CD|, czyli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa prostego sa rowne;j
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dlugosci. Latwo tez zauwazy¢, ze wszystkie krawedzie boczne nachylone sg do ptaszczyzny
podstawy pod tym samych katem.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy twierdzenia odwrotne do powyzszego:

Jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa s3 tej samej dtugosci, to jest to ostrostup
prosty.

Jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod
tym samym katem, to jest to ostrostup prosty.

Czesto pojawiajgcym sie w zadaniach czworoScianem jest taki, ktorego trzy krawedzie
wychodzace z jednego wierzchotka sg wzajemnie prostopadte:

Tego typu czworoSciany tatwo dostrzec w prostopadioScianach - krawedzie wzajemnie
prostopadte sg krawedziami prostopadtoscianu wychodzgcymi z jednego jego wierzchotka,
zas pozostale trzy krawedzie czworoscianu sg przekatnymi tego prostopadtoscianu:
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Ciekawym przypadkiem powyzszego czworo$cianu jest taki, ktorego siatke mozna uzyskac
z kwadratu.

Problem 1

Zanim zaczniesz czytac dalej, sprobuj tak ztozy¢ kwadrat, aby powstat czworoscian. Kwadrat

ma byc siatka tego czworoscianu.

Mozesz teraz sprawdzic¢, jaki czworoScian powstaje z siatki bedacej kwadratem:



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCIbqdKMn

Przyktad 1
Obliczymy objetos¢ czworoscianu, ktorego siatka jest kwadratem o boku 4.

Zauwazmy, ze kwadrat mozna ztozy¢ wzdtuz linii narysowanych ponizej otrzymujac

czworoscian.

Wprowadzmy oznaczenia:

A

®
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Przyjmijmy tréojkat CEF' za podstawe czworos$cianu. Wowczas wysokoscig czworo$cianu
beda odcinki ABi AD, ktére natozg sie na siebie nawzajem. Czyli wysokos$¢
czworoscianu to 4.

W podstawie znajduje sie trojkat prostokgtny rownoramienny, wiec jego pole to
1 —
52-2=2.

Zatem objeto$¢ otrzymanego czworo$cianu mozemy obliczy¢ stosujgc wzor na objetose
ostrostupa:

Przyktad 2

Dany jest czworo$cian ABC'D o polu powierzchni 100. Na kazdej krawedzi wyznaczono
jej srodek i otrzymane punkty polgczono w taki sposob, aby odcinki taczace srodki
krawedzi lezaly na powierzchni ostrostupa. Otrzymane odcinki tworzg krawedzie
nowego wieloScianu. Wyznaczymy pole jego powierzchni.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej:

Punkty I, J, K, F, G, H sg $rodkami odcinkow BD, CD, AD, AB, BC oraz AC. Poich
polaczeniu otrzymujemy krawedzie nowego wieloscianu, ktory okazuje si¢ by¢
oSmio$cianem jak nizej



Zauwazmy teraz, ze przeciwlegle Sciany otrzymanego oSmio$cianu s3 przystajace.
Mozemy to uzasadni¢ na przykladzie Scian GIJ oraz FFHK. Odcinek IJ ma dtugos¢
rowna potowie odcinka BC (laczy $rodki bokow trojkata BC D) oraz odcinek F'H ma
dtugos¢ rowng potowie odcinka BC (tgczy $rodki bokow tréjkata A BC'). Ponadto

|[KF| = % - |BD| = |GJ|, bo KF laczy $rodki bokow trojkata ABD, za$ GJ taczy érodki
bokéw trojkata CBD, oraz |[KH| = + - |CD| = |GI|, bo K H taczy $rodki bokow tréjkata
ACD, za$ GI taczy $rodki bokéw trojkata CBD. Zatem na mocy cechy bok-bok-bok
trojkaty IJG oraz F'H K sg przystajace. Poza tym oba sa podobne w skali 1 : 2 do tréjkata
CBD (na mocy cechy bok-bok-bok podobienstwa trojkatow). Zatem pole kazdego z tych
trojkatow jest rowne % pola trojkata CBD, wigec suma tych pdl to % pola trojkata CBD.
Analogicznie postepujemy dla pozostatych par tréojkgtow bedacych Scianami oSmiokata.
Stad juz latwo wyciggnac¢ wniosek, ze pole powierzchni oSmiokata jest rowne potowie

pola powierzchni czworokata, czyli wynosi 50.

Srodek kuli wpisanej w czworoscian

W kazdy czworoScian mozna wpisac kule. Jest to kula, ktora jest styczna do wszystkich
$cian czworoécianu (ma z kazdg z nich doktadnie jeden punkt wspolny). Srodek kuli
wpisanejw czworoscian jest rownoodlegly od wszystkich jego Scian. OdlegloSc¢ jest rowna
promieniowi kuli.



Srodek kuli opisanej na czworoscianie

Na kazdym czworoS$cianie mozna opisac¢ kule. Kula opisana na czworoscianie to taka kula,
ktorej powierzchnia (sfera) zawiera wszystkie wierzchotki czworo$cianu. Srodek kuli
opisanejna czworoscianie jest rownoodlegly od wszystkich jego wierzchotkow. Odleglosc
ta jest rowna promieniowi kuli.

Przypomnijmy, Ze na ptaszczyznie przez trzy dowolne punkty nie lezace na jednej prostej
przechodzi dokladnie jeden okrag. W przestrzeni trojwymiarowej mozna udowodnic
analogiczne twierdzenie:



Przez cztery rozne punkty nie lezace na jednej ptaszczyznie przechodzi dokladnie jedna
sfera.

Przyktad 3

Wyznaczymy promien kuli opisanejna czworoscianie, ktorego Sciany spetniaja
nastepujace warunki:

 jedna ze Scian jest trojkatem rownobocznym o boku a oraz

 trzy pozostate $ciany sg przystajagcymi trojkatami prostokatnymi rownoramiennymi
o przeciwprostokatnej a.

W rozwigzaniu tego zadania skorzystamy z faktu, ze przez dowolne cztery punkty, ktore
nie lezg na jednej ptaszczyznie przechodzi dokladnie jedna sfera.

Zauwazmy najpierw, ze omawiany czworoscian jest ostrostupem prawidiowym
trojkatnym, w ktorym kat miedzy krawedziami bocznymi jest prosty.

Zauwazmy, ze rozwazany ostrostup mozna otrzymac z sze$cianu w nastepujacy sposob:
» wierzchotek A ostrostupa jest jednym z wierzchotkow szescianu,
» krawedzie boczne ostrostupa sa krawedziami sze$cianu,
» krawedzie podstawy ostrostupa s3 przekatnymi Scian szesScianu.

Latwo obliczy¢, ze krawedz szescianu ma diugo$¢ —= = 4 2,




Poniewaz punkt przeciecia przekatnych szeScianu jest rownoodlegly od wszystkich jego
wierzchotkow, wiec jest srodkiem kuli opisanej na szeScianie.

Skoro cztery punkty nie lezace na jednej ptaszczyznie wyznaczajg strefe w sposob
jednoznaczny, wiec kula opisana na czworoS$cianie i kula opisana na szeScianie jest ta
samgq kula. Jej promien R to polowa przekatnejd szeScianu:

R=td=t o V3=

Stownik



wysokos$¢ ostrostupa

odlegtos¢ wierzchotka nie lezagcego w podstawie ostrostupa od jego rzutu prostokatnego
na plaszczyzne podstawy; rowniez odcinek o dtugosci rownej tej odleglosci

czworoscian

wielo$cian o czterech $cianach; Sciany czworoScianu sg trojkatami



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/Dk9jx7FfU

Polecenie 2

Dany jest prostopadtoscian o krawedziach dtugosci 3, 4, 5. Oblicz objeto$¢ czworoscianu,

ktérego krawedzie pokrywaija sie z przekagtnymi Scian tego prostopadtoscianu.


https://zpe.gov.pl/a/Dk9jx7FfU

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz wszystkie te sposrdd figur narysowanych ponizej, ktére sa czworoscianami.




Cwiczenie 2 @)

Dana jest siatka pewnego czworoscianu.

Oblicz objetos¢ tego czworosScianu.
Cwiczenie 3 3
Potacz w pary czworosciany z ich cechami charakterystycznymi.

. wszystkie sciany sg przystajacymi
ostrostup prosty trojkatny y” . y DBl ‘y
trojkatami réwnobocznymi
. . sciany boczne sg trojkatami
ostrostup prawidtowy tréjkatny y .61 J 61
rownoramiennymi
sciany boczne s3a trojkatami
czworoscian foremny rownoramiennymi, za$ podstawa jest
trojkatem réwnobocznym



Cwiczenie 4 Q@

Ponizej narysowane s3 siatki pewnych czworoscianéw. Do kazdego czworos$cianu przeciggnij
i upus¢ jego nazwy oraz wtasnosci. Rézne litery oznaczajg rézne wielkosci.

siatka 1 5 siatka 3

siatka 1

Ma doktadnie trzy krawedzie tej
samej dtugosci.

Ma doktadnie trzy krawedzie tej
samej dtugosci.

siatka 2

Jest czworoscianem foremnym.

Jest ostrostupem prawidtowym.

Jest ostrostupem prawidtowym.

siatka 3

Jest ostrostupem prostym. ’

Wszystkie sciany maja takie
samo pole.

Ma cztery krawedzie dtugosci b
oraz dwie krawedzie dtugosci a.

siatka 4

Jest ostrostupem prawidtowym.




l : Ma doktadnie trzy krawedzie tej
siatka 5 samej dtugosci.
Wszystkie sciany maja takie
samo pole.
Cwiczenie 5

Jaka jest objetos¢ czworoscianu, ktorego krawedzie zawierajg sie w przekatnych $cian

szeScianu o krawedzi 6?
Cwiczenie 6
Rozwigz test. Ocen poprawnos¢ zdan.

Zdanie Prawda Fatsz

Objetosc kuli opisanej na

czworoscianie foremnym

jest wieksza niz objetos¢ O O
tego czworoscianu.

Srodek kuli wpisanej
W czworoscian jest
réownoodlegty od O O
wszystkich wierzchotkéw
tego czworoscianu.

Srodek kuli opisanej na
czworoscianie lezy zawsze
wewnatrz tego O O
czworoscianu.

Srodek kuli opisanej na
czworoscianie jest
réwnoodlegty od O O
wierzchotkow tego
czworoscianu.

Cwiczenie 7 @

Udowodnij, ze jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa trojkatnego maja rowne dtugosci,

to jest to ostrostup prosty.




Cwiczenie 8 @

Dany jest czworoscian ABCD. Krawedzie wychodzace z wierzchotka D tego czworos$cianu
sg parami prostopadte. Wykaz, ze kwadrat pola tréjkata ABC jest rowny sumie kwadratow
pdl trojkatow ADC, BDC oraz ADB.

WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku:

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac¢ poprawne rozwigzanie zadania.

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkatach BH A i BHC' otrzymujemy rownania: =

Teraz naszym celem jest pokazanie, ze kwadrat pola trojkata ABC' jest rowny R

%(a%2 + b2 + azbz). v
- 2

h2+:c2:a2+b2orazh2+(\/a2+c2—:c) = b2 + 2 =

Zauwazmy najpierw, ze przy przyjetych oznaczeniach suma kwadratéw pél

trojkatéw ADC, BDC oraz ADB jest rowna a

2 2 2
Pipe + Pipo + Pipp = (%ac) + (%bc) + (%ab) :

Aby to osiggnaé, wyznaczamy dtugosci odcinkéw BC, C A i AB w zaleznosci od a,



b, c.

Majac dane dtugosci odcinkow AB, C A i BC, mozemy obliczy¢ wysoko$¢ trojkata
ABC poprowadzong z wierzchotka B.

W tym celu oznaczmy spodek tej wysokosci przez H, jej dtugosc przez h oraz
|AH| = .
Wowczas |[CH| = |CA| — z = Va? + ¢ — .

Wobec powyzszego kwadrat pola tréjkata ABC jest réwny 4 (a2c2 + b2 + a2b2)
, co dowodzi tezy twierdzenia.

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkatach BC'D, BD A oraz ADC mamy:
|AB| = Va2 + B2, |CA| = Va® + & |BC| = VB2 + .

Teraz jeste$my juz gotowi wyrazi¢ pole tréjkata ABC w zaleznosci od a, b, c:

Powyzsze wyrazenie po uproszczeniu przyjmuje postac % (a202 + b2c2 + a2b2).

h = \/ a?c2+b2c*+a?b?

R

Po odjeciu powyzszych réwnan stronami otrzymujemy x = m Zas po

podstawieniu wyznaczonego x do wybranego z nich mamy:

Pipc = %\BHI |AC| = % %ﬁ Va2t 2=
= 2V a2c + b2c2 + a?b?
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Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: CzworoS$cian

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» odroéznia czworoscian od innych bryt;

e rOozpoznaje czworosciany szczegolne;

» wykorzystuje wiasnosci czworoscianu do rozwigzywania zadan z geometrii
przestrzenne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



« mapa mysli.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu;

projektor multimedialny;

e-podrecznik;

arkusze papieru, pisaki.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zastanawiajg si¢ z czym kojarzg stowo czworoscian podajg przyktady jak taka
bryta wyglada.

2. Nauczyciel prosi uczniow aby przypomnieli definicje ostrostupa oraz jego podstawowe
wlasnosci.

3. Nauczyciel podaje temat lekcji, wspolnie z uczniami okresla kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie definiuja czworosScian i jego wiasnosci.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na 4 grupy. Kazda z grup tworzy mape mysli zawierajacg
podziat czworoScianow i ich wlasnosci. Po prezentacji prac grup powstaje jedna,
wspolna dla catej klasy mapa mysli z klasyfikacja czworoScianow.

3. Wybrani uczniowie rysujq siatki dla poszczeg6lnych czworoScianow.

4. Uczniowie w grupach rozwigzuja ¢wiczenie 4 w sekcji ,Sprawdz sie”

5. Uczniowie analizujg przykiady pokazujgce czworoscian opisany na kuli i wpisany
w kule.

6. Uczniowie zapoznajq si¢ z prezentacja multimedialng i rozwigzuja polecenie z nig
zwiazane.

7. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 5-7 w sekcji ,,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekciji.

2. Na zakonczenie nauczyciel dokonuje oceny pracy wylosowanej grupy. Prosi
0 samoocene uczniow dotyczaca wspolpracy w zespole oraz wykonanego zadania.
Dokonuje oceny pracy wybranych uczniow.



Praca domowa:

» Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly wykonane na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
Czworoscian foremny
Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng i polecenie z nig zwigzane mozna wykorzystac jako zadania
domowe. Elementy znajdujace si¢ w prezentacji mutimedialnej mozna rowniez wykorzystac
w lekcji ,Czworoscian foremnny” lub , Katy miedzy Scianami w czworoscianie”.
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