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W tejlekcji pokazemy zastosowania twierdzenia o liczbie permutacij.

W prezentowanych przykiadach, modelowanych za pomocg permutacji, pokazemy, jak
obliczy¢ wszystkie wyniki doswiadczen poddanych szczegolnym ograniczeniom. Ztozone
zadania czesto wymagaja niestandardowego podejscia, m.in. przechodzenia na zdarzenia
przeciwne, tj. okreslanie zaprzeczenia wskazanych warunkow.

W rozwigzaniach omawianych przykladow istotne zastosowanie maja rowniez reguty:
dodawania, mnozenia i rownolicznosci.

Twoje cele

» Bedziesz doskonali¢ umiejetno$¢ postugiwania si¢ twierdzeniem o liczbie
permutaci.

» Nauczysz si¢, jak analizowa¢ modele odwotujgce sie do pojecia permutacii
w zadaniach dotyczgcych m.in. rozmieszczen, w ktorych sgsiednie elementy
spetniaja szczegodlne warunki.

o Utrwalisz umiejetnos¢ obliczania wszystkich mozliwych wynikow doswiadczen
losowych, ktore opisywane s3 jako permutacje poddane pewnym ograniczeniom.

» Stosujac regute rownolicznosci nauczysz si¢ zapisywac liczbe wszystkich mozliwych
wynikow danego doswiadczenia na dwa sposoby, dzigki czemu obliczysz, ile jest




wynikow spetniajgcych zadane warunki.



Przeczytaj

W ponizszych przyktadach wykorzystywac bedziemy wtasnosci permutacii.
W rozwigzaniach tych przyktadoéw bedziemy stosowac twierdzenie o liczbie permutaciji.

Przyktad 1

Obliczymy, ile jest wszystkich permutacji zbioru {1,2,3,...,20} dwudziestu
poczatkowych dodatnich liczb catkowitych, w ktorych elementy 1 oraz 2 nie sgsiadujg ze
soba.

Rozwigzanie
o I'sposob:

Zauwazmy, ze jezeli wyznaczymy liczbe niesgsiadujgcych miejsc dla liczb 1 oraz 2, to
w kazdym z otrzymanych przypadkow te liczby rozmiescimy na przydzielonych
miejscach na 2! sposobow, a pozostate 18 liczb rozmie$cimy na pozostatych
miejscach na 18! sposobow.
Najpierw wybieramy wiec pare niesgsiadujgcych miejsc w permutaciji, postepujac
wedhlug zasady: do miejsca o mniejszym numerze dobieramy miejsce o wigkszym
numerze. Wtedy

o do miejsca numer 1 mamy 18 miejsc mozliwych do wyboru (od 3 do 20),

o do miejsca numer 2 mamy 17 miejsc mozliwych do wyboru (od 4 do 20),

o do miejsca numer 3 mamy 16 miejsc mozliwych do wyboru (od 5 do 20),

i tak dalej, az do miejsca numer 18, gdzie mamy 1 miejsce do wyboru (ostatnie, numer
20).
Zatem wszystkich mozliwych miejsc do wyboru dla paryliczb 1, 2 jest
1+243+4+...+18=18 =9.19 =171
Korzystajgc z reguty mnozenia, stwierdzamy ostatecznie, ze wszystkich permutacji
spetniajgcych warunki zadaniajest 171 - 2! - 18! =9-.2.19 - 18! = 18 - 19!

o Il sposdb:

Zauwazamy, ze wszystkich permutaciji zbioru {1, 2,3, ...,20} jest ,20!. Natomiast
permutacji zbioru {1, 2,3, ...,20}, w ktorych elementy 1, 2 sasiadujg ze soba jest
19! - 2!

Wrynika z tego, ze permutaciji spetniajgcych warunki zadania jest

20! —19!-2!=(20—2)-19! = 18- 19!

Przyktad 2
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Obliczymy, na ile sposobéw mozemy rozmiescic¢ liczby ze zbioru {1,2,3,...,20}
dwudziestu poczatkowych dodatnich liczb catkowitych w 5 rzedach po 4 liczby tak, aby
elementy 1 oraz 2 nie sagsiadowaly ze sobg. Przyjmujemy tutaj, ze liczby sgsiaduja ze soba
jesli leza obok siebie w tym samym rzedzie.

Rozwigzanie
Dla porzadku numerujemy miejsca w rzedach:

e wrzedzie I: od 1 do4,

e wrzedzie II: od 5 do 8,

e wrzedzie III: od 9 do 12,
e wrzedzie IV: od 13 do 16,
e wrzedzie V:od 17 do 20.

Rozwigzanie przedstawimy w nawigzaniu do rozwigzania poprzedniego przyktadu i obu
przedstawionych tam sposobow.

W nawigzaniu do pierwszego sposobu zauwazmy, ze do liczby miejsc wtedy obliczonych
wystarczy doliczy¢ 4 pary miejsc, ktore maja sgsiednie numery, ale w tym przypadku juz
nie sasiadujg ze soba.

S to pary miejsc o numerach:4i5,819,12113 oraz 16 i 17. Zatem ogotem
niesasiadujgcych miejsc dlaliczb 1 oraz 2 jest 171 + 4 = 175, a wiec szukana liczba
rozmieszczen jest rowna 175 - 18! - 2!.

W nawigzaniu do drugiego sposobu zauwazmy, ze od liczby 19! - 2! permutacij,

w ktorych elementy 1 oraz 2 sgsiaduja ze sobg nalezy odja¢ 4 wymienione powyzej
przypadki, ktore juz nie opisuja pary sasiednich miejsc. Otrzymamy wtedy, ze
przypadkow dla sgsiadujgcych miejsc jest

19!-21—4-18!-2! = (19 —4) - 18! - 2! = 15 - 18! - 21.

Zatem przypadkow, kiedy 1 oraz 2 nie sgsiadujg ze sobg jest

20! —15-18!-2!=20-19-18! —15-18!-21 = (19-10 — 15) - 18! - 2! =
=175-18!. 2!

Przyktad 3

Obliczymy, ile jest wszystkich permutaciji zbioru {1, 2, 3,4,5,6, 7}, w ktorych liczba 1 jest
zapisana na wczes$niejszym miejscu niz liczba 3, liczba 3 jest zapisana na wczes$niejszym
miejscu niz liczba 5 oraz liczba 5 jest zapisana na wcze$niejszym miejscu niz liczba 7.
Warunki zadania spetnia np. permutacja (1, 6,4,3,5,7,2).
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o Isposdb:

Najpierw wstawimy do tej permutacji liczby 2, 4 oraz 6: poniewaz dla trzech r6znych
elementow mamy wybrac trzy miejsca z siedmiu dostepnych, to wszystkich
mozliwosci jest

3_ _ 1 _ _

Zauwazmy, ze zgodnie z warunkami zadania jest tylko jeden sposob ustawienia liczb
1, 3, 5, 7 na pozostatych 4 miejscach. Wobec tego jest 210 permutacji spetniajgcych
warunki zadania.

o II sposdb:

Wszystkich permutaciji zbioru {1, 2, 3,4,5,6, 7} jest 7!

Zauwazmy, ze jezeli w dowolnej permutacji tego zbioru ustalimy 4 miejsca dla liczb 1,
3, 5, 7, to rozmieszczajac je na tych ustalonych miejscach tylko w jednym przypadku
bedg one zapisane w zadanej kolejnosci. A poniewaz wszystkich przypadkow
rozmieszczenia 4 liczb na 4 ustalonych miejscach jest 4!, wiec na podstawie reguty
rownolicznos$ci dostajemy, ze permutacji spetniajacych warunki zadania jest

7!

o = 7-6-5=210.

Przyktad 4

Obliczymy, ile jest wszystkich permutaciji zbioru {1, 2, 3,4,5,6, 7}, w ktorych liczba 1 jest
zapisana na wczesniejszym miejscu niz liczba 2, liczba 3 jest zapisana na wczes$niejszym
miejscu niz liczba 4 oraz liczba 5 jest zapisana na wcze$niejszym miejscu niz liczba 6.
Warunki zadania spetnia np. permutacja (3, 5,4, 7,6, 1, 2).

Zauwazmy, ze jezeli w dowolnej permutacji zbioru {1, 2, 3,4,5, 6, 7} ustalimy dwa
miejsca dlaliczb 1, 2, to przy ich rozmieszczaniu na ustalonych miejscach beda one
zapisane w zgdanej kolejnosci w jednym przypadku z dwoch mozliwych. Takich
permutacji jest wiec % -7l = %'

Z kolei, gdy w kazdej z tych %' permutacji ustalimy dwa miejsca dla liczb 3, 4, to przy ich
rozmieszczaniu na ustalonych miejscach bedg one zapisane w zadanej

kolejnosci w jednym przypadku z dwoch mozliwych. Zatem permutacji speiniajacych oba
powyzsze warunki jest % . %‘ = %

Jezeli nastepnie w kazdej z tych % permutacji ustalimy dwa miejsca dla liczb 5, 6, to
przy ich rozmieszczaniu na ustalonych miejscach bedg one zapisane w zadanej kolejnosci
w jednym przypadku z dwoch mozliwych. Wobec tego permutacji speiniajgcych

wszystkie trzy podane warunki jest % . % = % = 630.

Przyktad 5
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Permutacje (x1, 2, 3, 4, X5, g, ©7) zbioru {1,2,3,4,5,6, 7} nazwiemy ciekawy, jesli
spelniony jest warunek

T+ 2o < Tg + T7.
Wykazemy, ze wszystkich ciekawych permutaciji jest 2208.
Dowéd

Liczba wszystkich permutacji (1, 2, 3, ¢4, T5, g, ©7) zbioru {1,2,3,4,5,6, 7} jest
rowna 7!

Wszystkie te permutacje mozemy podzieli¢ na trzy roztgczne zbiory:

 zbior permutacji ciekawych (dla kazdejz nich spelniony jest warunek
T1 + T2 < g + T7),

e zbiOr permutacji antyciekawych, dla ktorych spetniony jest warunek
T+ T > x6 + X7,

e oraz zbior permutacji obojetnych, dla ktorych speiniony jest warunek
T+ Ty = Tg + T7.

Zauwazmy, ze kazdej permutacji ciekawejmozna wzajemnie jednoznacznie
przyporzadkowac permutacje antyciekawg: wystarczy w permutacji jednego typu
zamieni¢ jednoczes$nie wyrazy pierwszy z ostatnim oraz drugi z przedostatnim

a otrzymamy permutacje drugiego typu.

Na podstawie reguty rownolicznosci stwierdzamy zatem, ze liczba wszystkich permutaciji
ciekawych jest rowna liczbie permutacji antyciekawych.

Obliczymy, ile jest permutacji obojetnych.

Zauwazmy, ze po wyznaczeniu przykltadowej czworki (x1, s, g, £7) réznych elementow
wybranych ze zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6, 7}, ktore spelniajg warunek z; + xo = zg + 7
mozemy od razu obliczy¢, ze jest 8 wszystkich czworek (z1, 2o, g, 27), ktore sa
szczegOlnymi permutacjami wyznaczonej czworki. Mianowicie, dla tej szczegolnej
wyznaczonejjak powyzej czworki warunek zostanie zachowany, gdy:

e wymienimy ze sobg warto$ci w parze i, T2,
e wymienimy ze sobg warto$ci w parze g, 7
e zamienimy ze sobg warto$ci par x1, T3 Z g, T7.

Zatem kazda znaleziona czworka (x1, xs, 24, 7) réznych elementéw wybranych ze
zbioru {1, 2,3,4,5,6, 7}, ktore spetniaja warunek x; + x5 = zg + x7 jest
reprezentantem 2 - 2 - 2 = 8 czworek (z1, z9, Tg, x7) z réznych permutaciji obojetnych.
Poniewaz do kazdego z takiej grupy 8 przypadkéw pozostate elementy z3, 4, 5
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permutacji obojetnejmozna dopisa¢ na 3! sposobow, wiec liczba permutaciji obojetnych
jest rowna 8 - 3! - n, gdzie n to liczba reprezentantow réznych czworek (1, zs, g, 7).

Czworki te bedziemy odrézniac ze wzgledu na warto$¢ sumy 1, x5 Oraz przez
reprezentanta, ktorego wyrazy spetniajg warunek r; < zg < 7 < .

Mamy wtedy nastepujace przypadki:

. &1 + x5 = 5, ktorg reprezentuje jedynie czworka (1, 4, 2, 3),

. &1 + o = 6, ktorg reprezentuje jedynie czworka (1,5, 2,4),

.1 + o = 7, ktorg reprezentuja trzy czworki: (1, 6,2,5), (1,6, 3,4) oraz (2,5, 3,4),
.1 + x9 = 8, ktorg reprezentujg trzy czworki: (1,7,2,6), (1,7,3,5) oraz (2,6, 3,5),
.1 + x9 = 9, ktorg reprezentujg trzy czworki: (2,7, 3,6), (2,7,4,5) oraz (3,6,4,5),
.1 + xo = 10, ktoérg reprezentuje jedynie czworka (3,7,4,6),

7.x1 + x5 = 11, ktorag reprezentuje jedynie czworka (4, 7,5, 6).

D Ul W W =

Zatemn=1+1+4+3+3+ 3+ 1+ 1= 13, cooznacza, ze wszystkich permutacji
obojetnychijest 13 - 8 - 3\.

o ot 71213831
Wobec tego permutacji ciekawych jest === = 2208.

To spostrzezenie konczy dowod.

Stownik

permutacja zbioru n-elementowego

Kazdy ciag utworzony ze wszystkich elementow zbioru n-elementowego.
liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego

Liczba wszystkich permutaciji zbioru n-elementowego jest rowna P, = n!
reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k1 sposobow, druga
- najeden z k2 sposobow, trzecia - na jeden z k3 sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczy¢ sie na jeden z ky, sposobdw, jest rowna

kl'k2'...'kn
reguta réwnolicznosci

Dwa zbiory A i B sg rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
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przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru A

reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztgczne, to liczba elementow zbioru
AjUA,U. ..U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow

Al,Ag,...,AnI‘A1UA2U...UAn‘ = ’A1‘+|A2‘++’An|
ciag

funkcja, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich dodatnich liczb catkowitych lub pewien
jego podzbior, a warto$ciami sg liczby rzeczywiste



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej galeria. Przeanalizuj zaprezentowane w niej rozwigzanie
zadania dotyczacego wyznaczenia wszystkich permutacji zbioru {1, 2, 3,4, 5,6, 7}, w ktorych
wyroéznione trzy elementy nie sg zapisane obok siebie.

Polecenie 2

Rozumujac podobnie, jak w rozwigzaniu zadania oméwionego w powyzszej animacji oblicz, ile
jest wszystkich permutacji zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, w ktérych elementy 2, 4, 6, 8 nie s3
zapisane obok siebie.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Grupa 6 os6b, wérdod ktorych sg Aniela, Ignacy i Zosia zajmuje miejsca ponumerowane kolejno
od 14 do 19 w tym samym rzedzie sali kinowe;j.

Na ile sposobow moze ta grupa rozmiescic sie tak, aby numery miejsc na ktorych usiedli
Aniela, Ignacy i Zosia, w tej wtasnie kolejnosci, tworzyty cigg rosnacy?

W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfry: setek, dziesiagtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Cwiczenie 2

W pewnej grupie sg Hela, Jagna i jeszcze 10 innych oséb. Rozpatrzmy nastepujgce przypadki.
(a) catg te dwunastoosobowag grupe ustawiamy w jednym rzedzie,

(b) cata te dwunastoosobowg grupe ustawiamy w dwaéch rzedach po 6 osob,

(c) cata te dwunastoosobowg grupe ustawiamy w trzech rzedach po 4 osoby,

(d) catg te dwunastoosobowa grupe ustawiamy w czterech rzedach po 3 osoby.

Oblicz, ile jest w kazdym z tych przypadkow wszystkich mozliwych ustawien takich, zeby Hela
i Jagna nie staty obok siebie.

Przyporzadkuj podane po prawej liczby do odpowiedniego przypadku.

(b) 116 - 10!
(c) 56 -2!-10!
(a) 10 - 11!

(d) 19 - 3! 10!




Cwiczenie 3

Rozpatrujemy wszystkie liczby szeSciocyfrowe zapisane za pomocg cyfr 8, 7, 6, 5, 4, 3 bez
powtarzania jakiejkolwiek cyfry.

Przyjmijmy, ze jest wéréd nich n wszystkich takich liczb, w ktérych cyfra 3 jest zapisana
w wyzszym rzedzie dziesietnym niz cyfra 8 i jednoczesnie cyfra 7 jest zapisana w nizszym
rzedzie dziesietnym niz cyfra 6 (te warunki spetnia np. liczba 436587).

Zaznacz wszystkie prawdziwe nieréwnosci.

”<4_i

n<z‘

O o O

n > 1
E] n > g—i

Cwiczenie 4

Oznaczamy:

e przez s liczbe wszystkich permutacji (x4, 2, 3, 4, 5, Tg, T7, Tg) Zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8}, ktore spetniajg warunek z; < xg,

e przezt liczbe wszystkich permutacji (x1, 2, €3, 24, 5, Tg, T7, Tg, Tg) zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ktoredlai, j € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} spetniajag warunek: jesli
z;=3iz;=4,t0i < j.

Potacz w pary réwne liczby.

2t + 16s 15 - 8!
3t + 5s 17 - 8!
t+21s 16 - 8!

4t 4 4s 20 - 8!



Cwiczenie 5 @

Rozpatrujemy wszystkie permutacje zbioru

{1,2,3,4,5,6,7,8}.

lle jest wsrod nich wszystkich takich ciggéw, w ktérych iloczyn kazdych dwéch kolejnych
wyrazow jest parzysty?

O 54l

(O 3-4!-4!

(O 4!-4!

O 2-4!-4!
Cwiczenie 6 @
Permutacje (z1, @9, x3, 24, T5, 2g) zbioru {1, 2, 3,4, 5,6} nazwiemy udana, jesli spetniony

jest warunek

o + Tg > Ty + Ty4.

Wynika stad, ze wszystkich udanych permutacji jest:




Cwiczenie 7 @

Rozpatrujemy wszystkie permutacje dziesiecioelementowego zbioru

A= {3’7 ba ¢, da c, f) g, h7 i? .]}

Oblicz ile jest wsréd nich takich ciggéw, w ktérych kazda samogtoska sasiaduje zaréwno
z lewej jak i z prawej strony ze spétgtoska (w zbiorze A sg trzy samogtoski: a, e, 1).

O mn-&
|
O ¥
O n-&
|
O #
Cwiczenie 8 @
Dla kazdej permutacji (z1, z2, €3, 24, 5, Zg, L7, Tg) zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}

rozpatrujemy sume

|xy — xo| + |23 — 4| + |5 — 26| + |27 — T3]

Nastepnie dodajemy wszystkie tak otrzymane sumy i wynik tego dziatania oznaczamy przez S.
Whisz w puste pole odpowiednig liczbe.

Wynika stad, ze % =




Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Liczba permutacji - zadania ze zlozonymi warunkami

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
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Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
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» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
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Cele operacyjne:
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» postuguje sie twierdzeniem o liczbie permutacii,

 analizuje modele odwotujace si¢ do pojecia permutacji w zadaniach dotyczgcych m.in.
rozmieszczen, w ktorych sasiednie elementy spetniajg szczegolne warunki,

 oblicza wszystkie mozliwe wyniki doswiadczen losowych, ktore opisywane s3 jako
permutacje poddane pewnym ograniczeniom,

 stosuje regute rownolicznosci nauczysz si¢ zapisywac liczbe wszystkich mozliwych
wynikow danego doswiadczenia na dwa sposoby, dzigki czemu obliczysz, ile jest
wynikow spetniajacych zadane warunki.
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» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

« telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat lekcji i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg pojecie permutaciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z tre$cig w sekcji ,,Przeczytaj’ i zapisuja w zeszycie
minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy. Grupy na
przemian zadaja przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora udziela
odpowiedzi. Nauczyciel uzupetnia wyjasnienia.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekciji ,Galeria zdje¢
interaktywnych”. Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne
watpliwosci.



3. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne z sekcji
»Sprawdz sie”. Wyniki pracy omawiane sg na forum i komentowane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:

e Permutacja
» Inne spojrzenie. Permutacje, kombinacje, wariacje

Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ jako materiat
stuzacy powtdrzeniu materialu w temacie , Liczba permutacji - zadania ze ztozonymi
warunkami ,,.
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