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Zrédto: Mark Daynes, dostepny w internecie: unsplash, domena publiczna.

Pewien monarcha z okazji swoich urodzin wybrat losowo jednego z trzech niewolnikéw A,
B, C'i wyzwolil go, ale zainteresowanym nie powiedziat ktorego.

Niewolnik miatl otrzyma¢ odpowiednie dokumenty dopiero za tydzien.

Niewolnik A koniecznie chciat sie dowiedziec¢ kto jest tym szczesliwcem. Jednak
straznikom monarcha zabronit udziela¢ odpowiedzi na to pytanie. Zatem A zapytal jednego
ze straznikow - ktory z niewolnikow B czy C jest wyzwolony. Straznik odpowiedzial, ze C
nie jest wyzwolony. A pomyslal - albo ja zostalem wyzwolony, albo B. Czyli
prawdopodobienstwo, ze zostalem wyzwolony jest rowne %, a nie jak przedtem, rowne %,

gdy tego nie wiedziatem.



Niewolnicy na plantacji w Wirginii
(The Old Plantation, ok. 1790).

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Po pewnym czasie A doszed} do smutnego wniosku - straznik nie lubi B. Wiec gdyby on
nie zostat wyzwolony, na pewno by mi to powiedziat. Skoro tak si¢ nie stato, to znaczy, ze to
B zostal wyzwolony. Prawdopodobienstwo, ze zostalem wyzwolony jest rowne zero.

Jak myslisz - w ktoérym przypadku A miat racje?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, warto siegng¢ do wiadomosci zwigzanych
z prawdopodobienstwem warunkowym, ktore zawarte s3 w tym materiale. Zatem po
zapoznaniu si¢ z odpowiednim wzorem zapewne bez problemu odpowiesz na pytanie.

Twoje cele

o Okreslisz prawdopodobienstwo warunkowe zajScia danego zdarzenia.
» Zastosujesz wzor na prawdopodobienstwo warunkowe w sytuacjach praktycznych.
» Uzasadnisz proste zaleznosci probabilistyczne.




Przeczytaj

Chcac okresli¢ prawdopodobienstwo zajscia danego zdarzenia losowego, okreslamy zespot
warunkow przy ktorych to zdarzenie zachodzi.

W niektorych wypadkach nie wpisuje sie wszystkich warunkow, bo ich zachowanie jest
przyjete umownie (np. w rzucie kostka symetrycznos¢ tejze kostki). Jezeli jednak istnieje
warunek B, ktory ma istotny wplyw na prawdopodobienstwo zajscia danego zdarzenia A,
to mowimy o prawdopodobienstwie zajécia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie B i prawdopodobienstwo to oznaczamy symbolem P(A/B).

Definicja: Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A C Qi B C Q oraz niech P(B) > 0. Prawdopodobienstwem zaj$cia zdarzenia A,
pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B, nazywamy liczbe

A
P(4/B) = 2450

Liczbe te nazywamy prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia A, pod warunkiem, ze
zaszto zdarzenie B.

Przyktad 1

Rzucamy dwukrotnie kostkg do gry. Za pierwszym razem wypadty dwa oczka. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze suma uzyskanych oczek jest liczbg pierwsza.

Niech (2 bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych w tym do$wiadczeniu.
12| = 36

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze suma wszystkich liczb uzyskanych oczek jest liczba

pierwsza,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze za pierwszym razem wypadty dwa oczka.
Zdarzenia mozliwe B Zdarzenia sprzyjajace A N B
(2, 1) (2, 1)
(2, 2) (2, 3)
(2, 3) (2, 5)
(2, 4)
(2, 5)

(2, 6)




P(ANB)= &
Obliczamy prawdopodobienstwo warunkowe.

P(A/B)= & = 1
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OdpowiedZ:

1

Prawdopodobienstwo, ze suma uzyskanych oczek jest liczbg pierwszg jest rowne -

Przyktad 2

Z talii 52 kart wyciggamy losowo jedng karte. Obliczymy prawdopdobienstwo, ze jest to
dziewiatka, jezeli wiadomo, ze wylosowana karta jest pikiem.
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Losujemy jedng karte z 52.
Q| = 52

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze wyciagnieta karta to 9,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze wyciagnieta karta to pik.

Nalezy obliczy¢ P(A/B).
Zdarzeniu B sprzyja 13 zdarzen elementarnych (w talii mamy 13 pikéw).

B|=13iP(B)= 5 = 1


javascript:void(0);

AN B - wylosowana karta to dziewiatka pik.
|A N B| =1 - w talii jest jedna dziewigtka pik
P(ANB) =

52

Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe.

P(A/B)= ¥ = 4
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OdpowiedZ:

1

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta to dziewigtka pik jest rowne 5.

Przyktad 3

W pudle s3 trzy kule zolte i cztery zielone. Losujemy kolejno dwie kule bez zwracania.
Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze za drugim razem wylosujemy kule zo6ttg, jezeli
za pierwszym razem tez wylosowaliSmy kule zo6ita.

W opisanym doswiadczeniu istotna jest kolejnos¢ losowania kul i kule nie mogg si¢
powtarzac.

Zatem zdarzeniami elementarnymi sg dwuelementowe wariacje bez powtorzen zbioru

siedmioelementowego.
Q] =7-6=42
Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze za drugim razem wylosowano kule z61tg,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze pierwszym razem wylosowano kule zoita,
AN B - zdarzenie polegajace na tym, ze za pierwszym i drugim razem wylosowano kule

z0lta.
|B|=3-6=18
P(B) = 3

Za pierwszym razem losujemy kule zo6itg z trzech znajdujacych sie w pudle, ale za drugim
razem juz tylko dwie kule zo6tte znajduja si¢ w pudle.

|ANB|=3-2=6
P(ANnB)= %

Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe.



P(A/B)= & =1
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Zauwazmy, ze szukane prawdopodobienstwo mozemy wyznaczy¢ tez w inny sposob.
Jezeli przyjmiemy, ze B jest zdarzeniem pewnym, to

Q] =2+4=6i|A] =2

Zatem
P(A)=2%2=%
Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze za drugim razem wylosujemy kule z0lta, jezeli za

1

pierwszym razem tez wylosowaliSmy kule zo6ttg jest rowne .

Przyktad 4

W finale zawodow tuczniczych startuje czterech zawodnikoéw: Arek, Marek, Darek

i Jarek. Prawdopodobienstwo wygrania zawodow przez kazdego z nich jest rowne
3 1 3 2
9'9°9°9
kontuzji. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze teraz zawody wygra Darek.

odpowiednio: . Niestety Arek i Marek wycofali si¢ z zawodow z powodu

Mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wygra Darek
pod warunkiem, ze wygra Darek lub Jarek.

Oznaczmy:
D - zdarzenie polegajace na tym, ze wygra Darek,
J - zdarzenie polegajgce na tym, ze wygra Jarek.

Niech B= DU J.

Zauwazmy, ze

DcDUJ,zatemDN(DUJ)=D

Zatem P(B) = 2, P(DN B) = 3.

Ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe wynika, ze
P(D/B)=3%:3=1

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo zajScia rozpatrywanego zdarzenia mozna obliczy¢
jako stosunek czestos$ci zajscia zdarzenia D do czestosci zajscia zdarzenia D U J.



Zdarzenie D zachodzi w 3 przypadkach na 9, a zdarzenie D U J w 5 przypadkach na 9.
Stad

P(A/B) =2
OdpowiedZ:

P . . , 3
Prawdopodobienstwo tego, ze wygra Darek jest rowne +.

Jesli w zadaniu nie podajemy specjalnych warunkow, jakie majg spelnia¢ dane zdarzenia
losowe, to zaktadamy, ze naleza do tego samego zbioru zdarzen elementarnych.

Przyktad 5

Wykazemy, ze jes$li P(A) = 0,71 P(B) =0,6to P(A/B) > 0,5.

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe, musimy najpierw znalez¢ P(A N B).
Skorzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego.
P(AnB)=1-P[(ANnB)]=1-PA UB)

Teraz korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen.
P(ANB)=1-[P(A’)+ P(B’) - P(A'NB)]
P(ANnB)=1-P(A)—-P(B)+PANPB)
P(AnB)>1—-P(A)—-P(B)=P(A) — (1-P(B))
P(AnB)>P(A)+ P(B)—1

Przechodzimy do wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe.

P(A)+P(B)—

P(A/B) > %081 — 0, 5,

Stownik
prawdopodobienstwo warunkowe

niech A C Qi B C Q oraz niech P(B) > 0; prawdopodobienstwem zaj$cia zdarzenia A,
pod warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe

A
P(4/B) = 2450
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapozna sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Przeanalizuj zawarte tam przyktady. Sprébuj je
rozwigzac innymi sposobami.

W stoju ptywajg rybki czarne i czerwone. Wytawiamy z akwarium dwie rybki.

® Prawdopodobienstwo wytowienia najpierw rybki czarnej, a nastepnie
czerwonej jest rowne 0,28,

® Prawdopodobienstwo wytowienia za pierwszym razem czarnej rybki
jest réwne 0,42,

Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo wytowienia czerwonej rybki
za drugim razem, jezeli za pierwszym razem wytowiono rybke czarna.

Oznaczmy: A B ANB

W stoju ptywaja rybki czarne i czerwone. Wytawiamy z akwarium dwie rybki.

® Prawdopodobienstwo wytowienia najpierw rybki czarnej, a nastepnie "’
czerwonej jest rowne 0,28,

® Prawdopodobienistwo wytowienia za pierwszym razem czarnej rybki ‘-(
jest réwne 0,42. .

Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo wytowienia czerwonej rybki
za drugim razem, jezeli za pierwszym razem wytowiono rybke czarna.

Oznaczmy: A B ANB




Przykiad 1

W stoju ptywaja @ czarnei cze@e. Wytawiamy z a@'ium dwie rybki.

® Prawdopodobienstwo wytowienia najpierw rybki czarnej, a nastepnie
czerwonej jest réwne 0,28,

® Prawdopodobienstwo wytowienia za pierwszym razem czarnej rybki
jest réwne 0,42.

Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo wytowienia czerwonej rybki
za drugim razem, jezeli za pierwszym razem wytowiono rybke czarna.

Oznaczmy: A B ANB

W stoju ptywaja rybki czarne i czerwone. Wytawiamy z akwarium dwie rybki.

® Prawdopodobienstwo wytowienia najpierw rybki czarnej, a nastepnie "’
czerwonej jest rowne 0,28,

® Prawdopodobienstwo wytowienia za pierwszym razem czarnej rybki ‘-(
jest rowne 0,42,

Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo wytowienia czerwonej rybki
za drugim razem, jezeli za pierwszym razem wytowiono rybke czarna.

Oznaczmy: A B ANB

1. {audio}Zdarzenie polegajace na wylowieniu za drugim razem rybki
czerwonej, jezeli za pierwszym razem wylowiono rybke czarna.

2.{audio}Zdarzenie polegajace na wytowieniu za pierwszym razem rybki
czarnej.

3.{audio}Zdarzenie polegajgce na tym, ze za drugim razem wytowiono
rybke czerwong i za pierwszym razem wylowiono rybke czarna.



Polecenie 2

Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany uczen pewnej szkoty uczy sie jezyka wtoskiego
i muzyki jest rowne 0, 075. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany uczen tej szkoty
uczy sie muzyki jest réwne 0, 45. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen z tej
szkoty uczy sie wtoskiego, pod warunkiem, ze uczy sie muzyki.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Z talii 52 kart losujemy kolejno dwie karty bez zwracania.
Prawdopodobienstwo tego, ze za drugim razem wylosujemy kréla, jezeli za pierwszym razem
tez wylosowalismy kréla jest rowne:
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Cwiczenie 2 ®

Zaznacz poprawng odpowiedz. W urnie jest pie¢ kul zielonych i sze$¢ niebieskich. Losujemy
kolejno bez zwracania dwie kule. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za
drugim razem kuli niebieskiej. Niech B oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za
pierwszym razem kuli zielonej. Wtedy liczba P(A/B) jest rowna:

—
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—
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Cwiczenie 3

Niech A C Qi B C Qoraz P(A/B) = 5, P(B/A) = 3, P(4’) = .
Potacz w pary réwne liczby.

P(B) %
P(AU B) -~
P(AN B) -

P(A) 3

Cwiczenie 4

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie - na pierwszej kostce liczba
wyrzuconych oczek jest nie wieksza od 4. Niech B oznacza zdarzenie - suma wyrzuconych
oczek na obu kostkach jest co najmniej réwna 10. Uzupetnij obliczenia prowadzace do
wyznaczenia liczby P(A/B).

Przeciagnij odpowiednie liczby.

B ENEGE



Cwiczenie 5

Do worka wsypano tysigc guzikéw, z ktérych pieédziesiat jest uszkodzonych. Wsraod
nieuszkodzonych guzikdow jest czterysta guzikdw niebieskich. Wylosowano guzik
nieuszkodzony. Oblicz prawdopodobienstwo, ze jest on niebieski.

Uzupetnij rozwigzanie zadania, wpisujac odpowiednie utamki dziesietne lub liczby catkowite.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu guzika niebieskiego,

B - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu guzika nieuszkodzonego.

Liczba zdarzen elementarnych: |Q| = ‘ ’

Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B: | B| :‘ ’

Prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia B: P(B) = ‘ ’

Liczba zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A N B: |[AN B| = ‘ ’

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A N B: P(AN B) = ‘ ’

Prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A/B: P(A/B) = ..

Cwiczenie 6

Wiadomo, ze A C Qi B C Qoraz P(A/B) = +, P(B/A) = +, P(A) = 1.
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

O P(B) =1
) PAUB) -1
() P(ANB) =+

0 P(B)= %



Cwiczenie 7 @

W dwudziestoosobowej klasie dziesieciu ucznidow uczy sie jezyka angielskiego i niemieckiego,
osmiu jezyka angielskiego i francuskiego, dwéch jezyka niemieckiego i francuskiego.

Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen z tej klasy uczy sie jezyka
francuskiego, jezeli wiadomo, ze uczy sie jezyka angielskiego.

Cwiczenie 8 @

Rzucono dwa razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia dwa razy parzystej
liczby oczek, jezeli wiadomo, ze széstka nie wypadta ani razu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prawdopodobienstwo warunkowe

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa III lub IV, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla prawdopodobienstwo warunkowe zajscia danego zdarzenia

 stosuje wzor na prawdopodobienstwo warunkowe w sytuacjach z kontekstem
realistycznym

 uzasadnia proste zaleznoSci probabilistyczne

e dobierai tworzy modele matematyczne podczas rozwigzywania problemow
praktycznych i teoretycznych



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o wykres Ishikawy
 analiza morfologiczna

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg 2 - 1 (dwoch zadaje pytania, jeden odpowiada) powtarzaja
wiadomosci na temat sposobow obliczania prawdopodobienstwa zdarzen.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z materiatami z sekcji ,Przeczytaj’ oraz z galeria
zdjec¢ interaktywnych. Nastepnie analizujg zaleznoSci przyczynowo - skutkowe
w zadaniach na prawdopodobienstwo warunkowe i sporzadzaja wykres Ishawy
pokazujacy te zaleznosci.

2. Grupy prezentuja swoje wykresy i wspolnie ustalajg algorytm rozwigzywania zadan na
prawdopodobienstwo warunkowe.

3. Ostatnim elementem tej czesSci lekcji jest wspolne rozwigzywanie ¢wiczen
interaktywnych 1 -4 i analiza morfologiczna problemow zwigzanych z wyznaczaniem
prawdopodobienstwa warunkowego.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest wykonanie zadan interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢ rozszerzona)

Wskazowki metodyczne:

Galeria zdje¢ interaktywnych moze by¢ wykorzystana jako wprowadzenie do zaje¢
poswieconych twierdzeniu Bayesa.


https://epodreczniki.pl/a/klasyczna-definicja-prawdopodobienstwa-tresc-rozszerzona/D3e7WdIg6

