Wartosci funkgji trygonometrycznych dla kata 60°
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Zrédto: JF Martin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Efekt Halo to jedno z najwspanialszych zjawisk widocznych na niebie. To Swietlisty, biaty lub
zawierajacy kolor teczy pierscien widoczny wokot Stonca lub Ksigzyca. Powstaje przy
przejSciu Swiatla stonecznego lub ksiezycowego przez chmure zawierajacg bardzo drobne
krysztatki lodu z réznie zorientowanymi Scianami tamigcymi. NajczesSciej wystepujacym
efektem Halo jest Halo 22° powstajace przez zalamanie na powierzchniach krysztalow

o kacie tamigcym 60°.
W tym materiale wyprowadzimy wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60°.
Twoje cele

» Wyprowadzisz warto$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 60°.

» Wykorzystasz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60° do wyznaczania
dtugosci odcinkow w figurach ptaskich.

» Zastosujesz funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow
w figurach ptaskich oraz obliczania pol figur.




Przeczytaj

Definicje funkcji trygonometrycznych - przypomnienie

Przypomnijmy definicje funkciji trygonometrycznych:

B

gdzie:

¢ — przeciwprostokatna,

a - przyprostokatna przeciwlegta do kata «,
b - przyprostokatna przylegta do kata a.

Definicja: Sinus kata o

Sinusem kata a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatne;j
a przeciwlegtej do kata o do przeciwprostokatnej c:

sina = ¢
Definicja: Cosinus kata o
Cosinusem kata a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej b przyleglejdo kata o do przeciwprostokatne;j c:

Cos & = b
c

Definicja: Tangens kata «

Tangensem kata a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek diugosci
przyprostokatnej a przeciwlegtej do kata o do przyprostokatnej b przyleglej do kata a:




a

tga= 3

Wyznaczajgc wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60° rozwazmy trojkat rownoboczny
ABC oboku a.

C

=

A B

(SUJES]

Wysoko$¢ AD dzieli trojkat na dwie przystajace figury — przystajace trojkaty prostokatne,
stad |AD| = |DB| = 5.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata ADC wyznaczymy wysokos¢ CD tréjkata ABC

Wobec powyzszego:

sin 60 :m: o :T
- _|AD| _ 5 1
cos60 = TACl = & = 2

sin a

tg 60" mozemy rowniez wyliczy¢ wykorzystujac nastepujacy zwigzek: tg a = 2=


javascript:void(0);

I
B

o __ sin60° __
tg 60" = cos60°

Nl»—‘|w|&l

Zbierzmy wyliczone wartosci w tabeli:

a 60°
sin a @
cos « %
tg a V3
Przyktad 1

W trojkacie prostokgtnym dlugos¢ przeciwprostokatnejjest rowna 9, a jeden z katow
ostrych jest rowny 60°. Obliczymy dlugosci obu przyprostokatnych.

60° /

Rozwigzanie

Trojkat jest prostokatny, mozemy zastosowac funkcje trygonometryczne.

Dtugos¢ boku a wyznaczymy z funkciji sinus:

Sin60° = £ isin60° = %2
V3 _a

2 9

2-a=+3-9
a=4,5\/§ cm

Bok b wyznaczymy z funkciji cosinus:




cos60° = %1008600 = %

1 b
7=73
b=4,5

Moglismy b wyznaczy¢, wykorzystujac fakt, ze dlugos¢ przyprostokatnej trojkata
prostokatnego lezacej przy kacie 60° jest rowna potowie dlugosci przeciwprostokatne;,
czylib=9:2=4,5.

Odpowiedz:

Przyprostokatne majg dtugosé: a = 4,5v/31b = 4, 5.

Przyktad 2

Obliczymy pole rombu majgc dana dlugo$¢ jego boku 12 cm i kat ostry 60 °.
Rozwigzanie

WprowadZmy oznaczenia: h — wysoko$¢ rombu,
a - dtugos¢ boku rombu.

60° \

7 tresci zadania: a = 12 cm.

Wzoér na pole rombu:
P=a-h
Aby wyliczy¢ pole rombu musimy wyznaczy¢ jego wysoko$¢ h.

Wysokos¢ jest prostopadta do boku a, mozemy wiec skorzysta¢ z funkciji sinus.
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L — in60° isin60° = L2
ho_ V3
a 2

_ V3
h—a-T

12-4/3

h=12 =63
h = 63 cm

P=a-h=12-6/3="723
P =72v/3 cm?

Odpowiedz:

Pole rombu wynosi 72v/3 cm?.
Przyktad 3

Obliczymy pole i obwod trapezu rownoramiennego, ktorego krotsza podstawa ma
dtugos¢ 10 cm a ramie dlugosci 8 cm tworzy z podstawg kat 60°.

Rozwigzanie

b=10cm
8 cm
h
60° \
x b i
Pole trapezu wyraza wzor:
P=atb p

2

gdzie a = b + 2x - dlugo$¢ dolnej podstawy; b — dlugos¢ gornej podstawy; h — dlugosc
wysokosci trapezu.

Aby je wyliczy¢ musimy mie¢ dane: a, bi h.

b =10 cm (z tresci zadania).



Poniewaz a = 2z + b, toa = 2x + 10.

Wyznaczmy h, korzystajgc z funkcji sinus:

sin60° = L isin60° = X2

V3 _ h
2 8
2-h=+3-8
h =4v3 cm

Aby wyznaczy¢ dlugos¢ dtuzszej podstawy, musimy obliczy¢ dtugos¢ odcinka x:

cos60° = § icos60° = %

1l _z
2 — 8
2-x=1-8
r =4 cm

Przejdzmy teraz do wyliczenia dtuzszej podstawy a trapezu.
a=2z+10

a=2-4+10=18

a=18 cm

Wyliczone wartos$ci h i a podstawiamy do wzoru na pole trapezu:
P=2ub.p
P=2alb.p=1010.4/3-14.4/3=56V3

P = 564/3 cm?

Obwdd trapezu jest sumg dtugosci jego bokow:
O=18+410+2-8=28+16 =44

O =144 cm

Odpowiedz:

Pole trapezu wynosi 56v/3 cm?, a jego obwod 44 cm.

Przyktad 4
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UproScimy wyrazenie:

COS
1+tg2a

, anastepnie obliczymy jego warto$¢ dla o = 60°.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy wyrazenie, wykorzystujac nastepujace zwiazki miedzy funkcjami
2

sin

.. o . < 2 _
trygonometrycznymi: tg a = - isin“a +cos"a =1
Cos _ COos _ COoSs _ COoS ¢ _ COS ¢ __ Cosox ___ 3
1+tg2a - 1+( sin o )2 - 1+ sin o - cosZ a + sin o - cos2 0(+sin2a - 1 = COs™ &
cosa cos? cos? cos a cos2 a cos? a

cos60° = -, wiec cos® o = (%)3 =3
Odpowiedz:

Warto$¢ wyrazenia dla o = 60° wynosi %.

Przyktad 5

. . Al T 2 ° 4x+62 o o
Udowodnimy, ze jesli y — 1 '8 60, to Toyem60+ 123 — °OF 60
Rozwigzanie

Skoro % =tg60°,toz = yv/3.

Analogicznie, skoro % =tg60°,toz = t\/g.

Zatem:

42462 _ 4yVB46tv3 VB(dyt6t)  _ VB(4yt6t) 1 — c0s 60°
16y-sin 60°+12+/3¢ 16y- §+12\/§ ¢ 8yv/3+12v/3t 2v/3(4y+6t) 2

co nalezato udowodnic¢.
Przyktad 6

Udowodnimy, ze log, (tg60°) 1

1 _
T logg, - (cos60°)
Rozwigzanie

° 1 _ 9 1
logz(tg 60 ) + Tog oo (c05607) — 10g2 \/3 -+ @

Skorzystamy z twierdzenia o odwrotnosci logarytmu:

V3

1 —
—10g%7

log 5 5
e



i z twierdzenia o zamianie podstaw logarytmu:

VE_lm V3
log% 7 = hmt log, -5
Mamy zatem:

10g2 \/g + 1 = ].Og2 \/§ — ].Og2 @

log_@% o
2

Skorzystamy teraz z twierdzenia o roznicy logarytmow o tej samej podstawie:

log, v/3 — log, @ :10g2£ =logy,2=1

co nalezato udowodnic.

Stownik
romb

czworokat o wszystkich bokach réownych, jest szczegdlnym przypadkiem
rownolegloboku; przeciwlegle boki rombu s3 rownolegle, przekatne dzielg sie na potowy
i s3 wzajemnie prostopadte; s3a one rownoczesnie dwusiecznymi katow

trapez
czworokat, ktorego ma przynajmniejjedng pare bokow rownoleglych;
przystawanie figur

wiasnosc¢ figur geometrycznych; dwie figury sg przystajace jezeli jedng mozna otrzymac
z drugiej przez wykonanie pewnejiloSci przesuniec¢, obrotow i symetrii




Animacja

Polecenie 1

Utrwalisz wyprowadzenie wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60° zapoznajac sie
z animacja. Nastepnie rozwigz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCCQTvsWX

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejwartosci funkciji trygonometrycznych kata 60

Polecenie 2

Dany jest trojkat prostokatny:

10

g [~12
3
Q
NG ‘

Czy kat & ma miare 60°?


https://zpe.gov.pl/a/DCCQTvsWX

Polecenie 3

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = 10, |BC| = 4i |<<ACB| = 60°. Na jakie odcinki
wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka B dzieli bok AC' ?




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1



Cwiczenie 2
Wybierz wszystkie rysunki, na ktérych kat o = 60°.

12v/3
>
3\




Cwiczenie 3

Uporzadkuj wyrazenia w kolejnosci rosnace;j.

sin60° - tg60° $
cos60° — sin60° =
sin60° — tg 60° =
sin 60° 4 cos 60° $

Cwiczenie 4

W tréjkacie prostokatnym dtugos¢ przeciwprostokatnej jest réwna 16, a jeden z katow
ostrych jest réwny 60°. Obwdd tego trojkata wynosi:

48 + 16+/3

24 + 16v/3

o O O

24 + 8+/2

O 24+8V3

Cwiczenie 5

Whisz w luki liczby tak, aby otrzymac zdania prawdziwe.

Wysokos¢ rombu o boku dtugosci 2v/3 i kacie ostrym 60°wynosi‘ ’

Pole rombu o kroétszej przekatnej dtugosci 2v/3 i kacie ostrym 60° wynosi aV/3.Zatema =

Bok rombu o dtuzszej przekatnej 10/3i kacie ostrym 60°ma d’rugos’c" ’




Cwiczenie 6

Dany jest trapez réwnoramienny, ktorego krotsza podstawa jest rowna 7 cm, a ramie
dtugosci 13 cm tworzy z dtuzsza podstawa kat 60 °. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

) Wysokos¢ tego trapezu ma dtugosc %‘/3

(] Pole tego trapezu wynosi 3514‘/§ .

(] Dtuzsza podstawa tego trapezu ma dtugosé 7 + 7/3.



Cwiczenie 7 @

Dany jest trapez prostokatny ABC'D (jak na rysunku ponizej), w ktérym krétsza przekatna jest
rowna 10\/5, a dtuzsze ramie tworzy z dtuzsza podstawa kat 60°.

D C

[/

10v3

60°
A B

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Kroétsza podstawa tego trapezu ma dtugos¢ 10.

Wysokos$¢ tego trapezu ma dtugosc 5\/5.

Obwad tego trapezu wynosi 45 + 5/3.

o o o 0O

Dtuzsza podstawa tego trapezu ma dtugosc¢ 20.



Cwiczenie 8 O
Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = 10 cm oraz |BC| = 14 cm. Na jakie odcinki dzieli

bok BC wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka A, jesli kat AC' B ma miare 60°? Zaznacz
poprawna odpowiedz.

5v/3 cm | (14 . 5\/5) cm

4 cmil0 cm
6 cmi&8 cm

5cmi9 cm

o o O O



Dla nauczyciela

Autor: Anna Wotoszyn

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoS$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 60°
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45° 1 60°;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

VIIL. Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i trapezach;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
plaskich oraz obliczania pol figur.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:



« poznaje metode wyprowadzenia warto$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 60°

« wykorzystuje wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60° do wyznaczania dtugosci
odcinkow w figurach ptaskich

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzacg do ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wykltad informacyjny
e burza mozgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podaja definicje funkcji trygonometrycznych (zapisujg je na tablicy).
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

2. Nauczyciel prezentuje materiat ,Konstrukcje katéw o miarach 15°,30°,45°,60°" e-
podrecznika w czesci dotyczacej konstrukciji kata 60°.

3. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materiatu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj”

4. Uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekciji ,Przeczytaj’.

(9]

. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.
6. Uczniowie ogladajg animacje i omawiaja jg wraz z nauczycielem.



7. Uczniowie rozwigzujg zadania znajdujgce si¢ pod animacja.
8. Uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:

» Konstrukcje katéw o miarach 15°,30°,45°,60°
» Trojkatyiich wiasnosci
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poleci¢ przyniesienie cyrkli i na tych zajeciach uczniowie skonstruuja kat
60°.

Materiat moze by¢ inspiracja do przygotowania przez uczniow prezentacji opisujacej model
kosmologiczny Keplera oparty na wieloscianach foremnych.

Materialy zawarte w multimedium uczniowie moga wykorzysta¢ w przygotowaniu si¢ do
lekcji. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/konstrukcje-katow-o-miarach-15-30-45-60/D9htf2aSJ
https://epodreczniki.pl/a/trojkaty-i-ich-wlasnosci/Dp4OWTyJp
https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

