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Zrédto: Fahrul Azmi, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Nie kazdy wykres funkcji ma 0§ symetrii. Natomiast okazuje si¢, ze dla kazdej paraboli,
bedacejwykresem funkciji kwadratowejistnieje prosta, wzgledem ktorej wykres tej funkcii
jest symetryczny. W materiale okreslimy rownanie prostej, ktora jest osig symetrii wykresu
funkcji kwadratowej, a nastepnie wykorzystamy to rownanie do rozwigzywania problemow
matematycznych. Bazujgc na wiedzy teoretycznej oraz omowionych przyktadach,
rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Rozpoznasz o$ symetrii wykresu funkcji kwadratowe;.

o Okreslisz wzor na rownanie prostejbedacej osig symetrii wykresu funkcji
kwadratowe;j.

e Wyznaczysz na podstawie wzoru funkcji kwadratowejlub jej wykresu rownanie osi
symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Wykresem funkcji kwadratowej okreslonejna zbiorze R wzorem
f(z) = ax® + bz +c,

gdzie a, b, c € Ria # 0jest parabola.

Wazne!

Jezeli

e a < 0, toramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej sg skierowane
do dotu,

YA

e a > 0, to ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej sa skierowane
do gory.
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Zdefiniujmy pojecie osi symetrii wykresu funkcii.
Definicja: O$ symetrii wykresu

Os$ symetrii wykresu funkciji to prosta, wzgledem ktorej ten wykres jest sam do siebie
symetryczny.

O$ symetrii paraboli - wykresu funkcji kwadratowe;j
Jezeli funkcja kwadratowa jest okreSlona wzorem
f(z) = az® + bz +c

gdzie a, b, c € Ria # 0, a wierzcholkiem paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji
kwadratowej jest punkt o wspotrzednych W = (p, q), to osig symetrii wykresu tej funkciji
jest prosta o rownaniu
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"W = (p;q)

Wz6r na rownanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowejnie zalezy od potozenia ramion
paraboli.

YA

Os symetrii wykresu funkcji kwadratowej jest zawsze rownolegta do osi Y uktadu
wspotrzednych.

Przyktad 1

Wyznaczymy rownanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowej okreslonej wzorem:




a) f(z) = —32’+ 2z — 4

b) f(z) = V222 —  + 2

Rozwigzanie:
a)a = —% oraz b = 2, zatem
T =2 = _2 =3

b)a = V2 oraz b = —1, zatem

1 V2
w = —— = —
2v/2 4

Jezeli funkcja kwadratowa jest okreslona za pomoca wzoru w postaci kanoniczne;j
f(z) = a(z — p)® + ¢, to bez wykonywania obliczef mozemy wyznaczy¢ rownanie osi
symetrii jej wykresu.

Przyktad 2

Wyznaczymy réwnanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem:
a) f(z) = —3z%+5

b) f(z) = 2(z — 2)* — 3

¢) f(z) = —(z + 8)*

Rozwigzanie:

Za kazdym razem odczytujemy wartos¢ wspotczynnika p, zatem osig symetrii wykresu
funkciji f jest prosta o rownaniu:

a)z =0
b)x = 2
c)r = —8

Zauwazmy, ze jesli do wykresu funkcji kwadratowej okreslonej wzorem

f(x) = az? + bx + c naleza punkty, ktorych pierwsze wspotrzedne to odpowiednio z; i x5
oraz punkty te leza po obu stronach osi symetrii wykresu, w rownych odlegtosciach od jej
wierzchotka, to rownanie osi symetrii wykresu takiej funkcji kwadratowej opisujemy za
pomoca wzoru

_ ZTitZy
T = "
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Przyktad 3

Do wykresu funkcji kwadratowej f nalezg punkty o wspotrzednych (—3,5) oraz (5, 5).
Wyznaczymy rownanie osi symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii.

Rozwigzanie:

Jezeli do wykresu funkcji kwadratowej f nalezg punkty o wspotrzednych (—3, 5) oraz
(5,5), to korzystajac z powyzszej wlasnosci rownanie osi symetrii jest postaci:

p— =345 _

2 =1

NN

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji kwadratowych f, g, hi k.

&=
=
o

Odczytamy rownania osi symetrii wykresow tych funkciji.
Rozwigzanie:

Rownania osi symetrii tych funkcji s3 okreslone ponizszymi wzorami:

dla wykresu funkcji f: z = 3,

dla wykresu funkcji g: x = -2,

dla wykresu funkcji h: z = —3,

dla wykresu funkciji k: z = 1.



Przyktad 5

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m osig symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j
f okreélonejwzorem f(z) = z* + (m2 — m)a: + 3 jest prosta o rownaniu £ = —6.

Rozwigzanie:
Wartos$ci wspotczynnikéw ze wzoru funkcji kwadratowej f wynosza odpowiednio:

a=1

b=m?

—m
Zatem 0§ symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji kwadratowej f opisuje réwnanie:

2
_ —m°+tm
= ">

Wobec tego do wyznaczenia wartosSci parametru rozwiazujemy réwnanie:

2
R —m‘+m
6 = 2

—m?+m+12=0

mp = —55° = 4 oraz

147
- =-3

moy —
Wobec tegom € {—3,4}.
Przyktad 6

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m réwnaniem osi symetrii wykresu funkc;ji
kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = 2z — (m + 3)x — 2 jest prosta, ktéra lezy w I
i IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

Rozwigzanie:

Wartos$ci wspotczynnikéw ze wzoru funkcji kwadratowej f wynosza odpowiednio:

a=2

b=—(m+3)

Zatem o$ symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji kwadratowej f opisuje rébwnanie:
o= mpt

Jezeli o$ symetrii wykresu tej funkcji lezy w 1i IV ¢wiartce ukltadu wspotrzednych, to do
wyznaczenia wartosci parametru m rozwiazujemy niero6wnosc:



3
i
Zatemm > —3, czylim € (=3, 00).
Przyktad 7

Do wykresu funkcji kwadratowej f okreélonejwzorem f(z) = ax? + bx + c, gdzie a, b,
¢ € Roraz a # 0 nalezg punkty o wspotrzednych (—1, —2), (2, —5) oraz (0, 1).
Wyznaczymy rownanie osi symetrii wykresu tej funkciji.

Rozwigzanie:

Jezeli do wykresu funkcji kwadratowej f nalezg punkty o wspotrzednych (—1, —2),
(2,—5) oraz (0, 1), to do wyznaczenia wartosci wspotczynnikéw a, b, ¢ rozwigzujemy
uktad rownan:

(—2=a-(=1)+b-(-1)+c
{—5=a-22+b-2+c¢
(1=a-0°+b-0+c

(—2=a—b+c
{ —5=4a+2b+c¢
klzc

(—2=a—-b+1
{ —5=4a+2b+1

l1=c
(a4 = —2
<b=1
\c:l

Zatem osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkciji f jest prosta o rownaniu:

Przyktad 8

Wyznaczymy réwnanie osi symetrii wykresu funkcji f okreslonejwzorem
f(z) = |z* — 8z + 13].

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

f(z) = |z? — 8z + 13| = ‘(513—4)2 —3|



Wykres tej funkcji przedstawiono na ponizszym rysunku.

Zatem osig symetrii wykresu tej funkcji jest prosta o rownaniu x = 4.

Stownik

parabola

wykres funkcji kwadratowej
funkcja kwadratowa

funkcja okreslona wzorem

f(z) = az® + bz +c

gdziea,b,c € Ria # 0



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie schematu interaktywnego, a nastepnie rozwigz ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dyeai06Gl
Polecenie 2

Podaj réwnania osi symetrii wykresow funkcji kwadratowych f okreslonych wzorami:
a) f(x) =v22® — tz +1

b) f(a) = (VB+1)a? + o +2

o f(z) = =5z +5


https://zpe.gov.pl/a/Dyeai06G1

Polecenie 3

Stwoérz algorytm obliczajacy rownanie osi symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji
f(z) = ax® 4 bx + ¢, majac dane jej parametry.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz prawidtowg odpowiedz. Do wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem

f(z) = 2% + az + 2 nalezy punkt o wspétrzednych (—1, 3). Wéwczas osig symetrii wykresu
tej funkcji jest prosta o rownaniu:

O z=2
O z=1

O =0

Cwiczenie 2 @)

Potacz w pary wzér funkcji kwadratowej f z réwnaniem osi symetrii jej wykresu.

flz)=-2z2+z+1 z=3
flz)=2*-3 :rz%
f(x) = 42® — « x=0
f(z) = 322 — 9z 33:%



Cwiczenie 3 @

Zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.

Os symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej jest prostg réwnolegta
do osi odcietych uktadu wspétrzednych.

O

Os symetrii wykresu funkcji kwadratowej zawsze przechodzi przez punkt, ktéry jest
poczatkiem uktadu wspdtrzednych.

(] Kazda parabola, ktéra jest wykresem funkcji kwadratowej ma o$ symetrii.

Os$ symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji kwadratowej jest prosta, ktéra ma
doktadnie jeden punkt wspélny z tg parabola.

O

Cwiczenie 4
Wstaw w tekst odpowiednie liczby sposréd podanych.

Jezeli funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem f(z) = ma?® — 2z + 1 oraz osia symetrii

BB

Cwiczenie 5

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(a:) = —322 + 6z — 3 jest

prosta o rownaniu :‘ ’

Osia symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = —%mz —x — 1jest

prosta o réwnaniu x :‘ ’

Osia symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem

f(z) = —@aﬁ — 3z + 3 jest prosta o réwnaniu x :‘ ’




Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = az® + bz + c.

Yi
5

Zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.

Do prostej, bedacej osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej f nalezy punkt
o wspotrzednych (3, 1).

[ ] Wartos¢ wspotczynnika b wynosi (—3).

(] Wartos¢ wspétczynnika a wynosi (—

o=

).

0 Osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej f z rysunku jest prosta o réwnaniu
r = —3.

Cwiczenie 7 @

Do wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = az? + bz + ¢, gdzie a, b,
¢ € R oraz a # 0 naleza punkty o wspétrzednych (—1, —2), (2,4) oraz (3, 2). Wyznaczymy
rownanie osi symetrii wykresu tej funkcji.



Cwiczenie 8

Wyznaczymy réwnanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) =|—2® — 8z — 13|



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: O$ symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje oS$ symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j;

» okresla wzor na rownanie prostej bedacej osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej;

e wyznacza na podstawie wzoru funkcji kwadratowej lub jej wykresu rownanie osi
symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii;

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

» metoda kota i myszy;
 liga zadaniowa;

e burza mozgow.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe¢ o odczytanie tematu lekcii tj. ,,O8 symetrii wykresu
funkcji kwadratowej’, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie rozwigzujg zadania wykonujgc ¢wiczenia nr 6, 71 8 w sekcji ,Sprawdz sie”
metoda kot i mysz. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich
poprawnosc¢. Po 2 nieudanych probach kot ,lapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra
toczyla si¢ dalej - role uczniéw odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢
powtarza.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,O$ symetrii
wykresu funkcji kwadratowej"

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowejna podstawie pewnych informaciji o tej funkcji
lub jej wykresie.
o Wspolrzedne wierzchotka paraboli.

Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzystac jako powtorzenie
wiadomosci z zakresu wyznaczania osi symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j.

» ,Schemat interaktywny” mozna zastosowac do szkicowania wykresow funkciji
kwadratowej oraz wyznaczania wspotrzednych wierzchotka paraboli, bedace;j
wykresem tej funkcii.
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