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Zrédto: Mikael Kristenson, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czy wiesz, ze kolejne liczby trojkatne mozna utworzyc¢ jako sumy kolejnych liczb
naturalnych dodatnich?

@@%%@%@@%

1 1+2=3 1+2+3=6 14+24+3+4=10 1+2+3+4+5=15

W tym materiale zajmiemy si¢ wyznaczaniem sumy kolejnych liczb naturalnych, jak réwniez
innych liczb, bedgcych wyrazami danego ciggu arytmetycznego.

Poznamy wzor na sume n kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego i niektore jego
zastosowania.

Twoje cele



o Wyprowadzisz wzor na sume n kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego.

e Obliczysz sume n kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego.

» Wyznaczysz wielkosci zwigzane z ciggiem arytmetycznym o znanej sumie
czesciowej.



Przeczytaj

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) o roznicy r. Chcemy znalez¢ wzor na sume S, kolejnych n poczatkowych wyrazow tego ciagu.
W tym celu najpierw przypomnimy sobie wzor na wyraz ogélny ciggu arytmetycznego.
Twierdzenie: Wz6r ogélny ciggu arytmetycznego
Wzér ogolny ciggu arytmetycznego (a,) 0 wyrazie pierwszym a; i roznicy r ma posta¢
ap=a;+(n—-1)-r
Przypomnijmy tez wazng wlasno$¢ wyrazéw ciggu arytmetycznego, z ktorej bedziemy korzystaé.
Twierdzenie: Suma wyrazéw ciaggu arytmetycznego jednakowo odlegtych

W skonczonym n-wyrazowym ciggu arytmetycznym (a,) suma wyrazéw jednakowo odlegtych od poczatku i konica jest stata i rowna
sumie wyrazéw pierwszego i ostatniego

ap + Qp_j+1 = a1 + Gy

Aby znalez¢ wzér na sume n kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,), zapisujemy te sume dwukrotnie i otrzymane
réwnosci dodajemy stronami.

I Sp=a1+ayt+az+---+apata,1+a,
Sn:an+an71+an72+"'+a3+a2+al
2Sn=am+ata+---tapn2tan1+antantan-1+an2t--+taztata

Grupujemy wyrazy uzyskanej sumy.
258, = (a1 + a,) + (a2 + ap_1)+. .. +(an_1 + a2) + (a, + a1)

Prawa strona uzyskanej rownosci jest suma n sktadnikow, z ktorych kazdy jest rowny a; + a,, (wynika to z twierdzenia o sumie wyrazow
ciggu arytmetycznego jednakowo odleglych).

Zatem
25, =(a1+a,) n|:2
Otrzymujemy szukany wzor.
S, =4t .
Twierdzenie: Suma wyrazéw ciagu arytmetycznego

Suma n poczatkowych wyrazoéw ciagu arytmetycznego (a,,) jest rowna $redniej arytmetycznej wyrazu pierwszego i ostatniego
pomnozonej przez liczbe wyrazow.

Sn — al‘;an ‘n

Wzo6r na sume wyrazow ciggu arytmetycznego mozna tez zapisa¢, korzystajac ze wzoru na wyraz ogélny ciagu arytmetycznego.

S, = a1+a1+2(n—1)~r ‘n

Przyktad 1
Obliczymy sume dziesieciu kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,), w ktoryma; = —9ir = 2.

Stosujemy wzoér na sume kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

S, = aita1+(n—1)-r

2 n
Si0 = —9—9+;1071)-2 .10
Sio = —18HE . 10

Slg =0.

Nie zawsze ciag arytmetyczny jest bezpos$rednio opisany za pomocg pierwszego wyrazu i réznicy. W niektérych przypadkach, trzeba te
wielko$ci najpierw okresli¢, aby nastepnie obliczy¢ sume jego poczatkowych wyrazow.
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Przyktad 2

Obliczymy sume stu kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (b,,) okreslonego wzorem b, = 2n — 3.
Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu.

bp=2-1-3=-1

Wyznaczamy setny wyraz ciagu.

bipo =2-100 — 3 =197

Obliczamy sume.

S, = =197 . 100 = 9800.

Przyktad 3

Obliczymy sume 12 poczatkowych, kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego 1,9, 17, 25, . ..
Tym razem cigg okreslony jest za pomoca jego wyrazow.

Ustalamy pierwszy wyraz i roznice ciggu.

a1 =1

r=2_8

Korzystamy ze wzoru na sume 1 poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

1+1+(12—-1)-8
S = L2 S

208 12

Spp = 45 - 12 = 540.

W nastepnym przyktadach pokazemy, jak znajgc sume kolejnych wyrazéw ciaggu wyznaczy¢ niektoére z wielkosci zwigzanych z danym
ciggiem.

Przyktad 4

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 5, a roznica ciggu 2. Ustalimy, ile poczgtkowych wyrazéw tego ciggu nalezy doda¢,
aby otrzymac 320.

Oznaczmy przez n szukang liczbe wyrazow.

Liczba 320 to suma n kolejnych wyrazéw ciggu, zatem
5+5+(2nfl)-2 n— 320 ‘ .9

(104 2n—2)-n =640

2n2+8n—640:0| 12

n?+4n—320=0

Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe.

A =16 + 1280 = 1296 = VA = 36

ny = # = —20 < 0 - nie spelnia warunkéw zadania (liczba wyrazéw musi by¢ liczbg dodatnia)
ny = =438 — 16
Odpowiedz:

Nalezy doda¢ 16 wyrazéw tego ciggu.
Przyktad 5

Suma szeéciu poczatkowych wyrazoéw ciggu arytmetycznego (an) jest rowna 22, 5. Znajdziemy wzor ogdlny tego ciagu, jezeli roznica
ciagu jest rowny %

Podstawiamy dane do wzoru na sume poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

a;+a;+5:0,5 -
atatb0s g 99 5



Wykonujemy wskazane dzialania i wyznaczamy pierwszy wyraz ciagu.
(2a; +2,5) -6 =45

12a; =45 - 15

a; =2,5

Zapisujemy wzor ogélny ciagu.

a, =2,5+(n—1)-0,5.

Przyktad 6

Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu arytmetycznego (b, ) wyraza sie wzorem S,, = —3n? -+ 7n. Obliczymy bs — b;.
Pierwszy wyraz ciggu jest rowny .S;. Zatem:

by =8=-34+7=4

Zauwazmy, ze

S3 = by + by + b3 = Sy + b3

Wynika z tego, ze

b3 =83 — S,

b3=-3-9+21—(-3-44+14)=—-6—-2=-8

Wyznaczamy szukang réznice.

bs —bp=-8—-4=-12

Odpowiedz:

Réznica by — by jest rowna (—12).

Stownik

suma wyrazow ciagu arytmetycznego

suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,) jest rowna Sredniej arytmetycznej wyrazu pierwszego i ostatniego
pomnozonej przez liczbe wyrazow

Sn — al;au ‘n



Infografika




Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadem wyznaczania sumy ciggu arytmetycznego podanym w infografice.
Wypisz kolejne wyrazy ciggu podanego w infografice, dodaj je i sprawdz, czy uzyskany wynik
jest taki sam jak podany. Ktéry sposdb obliczania sumy wyrazéw ciggu arytmetycznego jest
tatwiejszy?

Belki utozone sg w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile lacznie ulozono belek.

30, 27, 24, 21,

a; = 30
r=27—30=—3

an =30+ (n —1)-(—3)
anp =30 —3n+3

an, = —3n + 33

an =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.

Belki ulozone sa w ten sposdb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile lgcznie ulozono belek.

30, 27, 24, 21,

a1 = 30 —3n+33=09
r=27—30=—3 “3n=——24
an =30+ (n — 1) - (—3) =g
an =30 —3n + 3 3049
an = —3n + 33 8 =TT T
an =9 — 156

8

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.




Belki ulozone sa w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile tgacznie ulozono belek.
30, 27, 24, 21,
a] = 30
r=27—30=—3

anp =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n + 3

an, = —3n + 33

anp =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.

Belki utozone sg w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile lacznie ulozono belek.

30,27,24,21,
a; = 30
r=27—30=—3

an =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n+3

an, = —3n + 33

an =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.




Belki ulozone sa w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
Za.

Obliczymy, ile tgacznie ulozono belek.

30, 27, 24, 21,

a1=30
r =27 —30 = —3

anp =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n + 3

an, = —3n + 33

anp =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.

Belki utozone sg w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile lacznie ulozono belek.
30, 27,24, 21,
a; = 30
r=27—30 = —3

an =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n+3

an, = —3n + 33

an =9

@)

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.




Belki ulozone sa w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile tgacznie ulozono belek.
30, 27, 24, 21,
a] = 30
r=27—30=—3

anp =30+ (n—1)-(—3)
ap=30—3n+3
an, = —3n + 33

©

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.

Belki utozone sg w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile lacznie ulozono belek.

30,27,24,21,
a; = 30
r=27—30=—3

an =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n+3

an, = —3n + 33

an =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.




Belki ulozone sa w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile tgacznie ulozono belek.

30, 27, 24, 21,

a1=30
r=27—30= —3

anp =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n + 3

an, = —3n + 33

anp =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.

Belki utozone sg w ten sposéb, ze na dole jest 30 belek, a gérna warstwa
zawiera 9 belek. Kazda kolejna warstwa zawiera o 3 belki mniej niz warstwa
nizsza.

Obliczymy, ile lacznie ulozono belek.

30, 27, 24, 21,

a; = 30
r=27—30=—3

an =30+ (n—1)-(—3)
anp =30 —3n+3

an, = —3n + 33

an =9

Odpowiedz: ulozono lacznie 156 belek.

1. {audio}Liczby belek w kolejnych warstwach to kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego, ktory
oznaczymy (a,).

2. {audio}Pierwszy wyraz ciagu.

3. {audio}Rdznica ciggu.

4. {audio}Ustalamy wzér na n - ty wyraz ciggu.

5. {audio}Goérna warstwa zawiera 9 belek.



6. {audio}Wyznaczamy n warstw.

7. {audio}Belki utozono w 8 warstwach.

8. {audio}Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

9. {faudio}Wyznaczamy t3czng liczbe utozonych belek.

Polecenie 2

Puszki ustawiano w piramidke w ten sposdb, Zze na podtodze stato 40 puszek, a kazda
nastepna warstwa zawierata o 2 puszki mniej. Najwyzsza warstwa sktadata sie z 4 puszek.
Oblicz, ile puszek tagcznie ustawiono.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma liczb —10 — 6 — 2 + 2 + 6+. .. +30 jest rowna:

O 220

O 56

O 300

O 110

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma 25 poczatkowych kolejnych wyrazéw ciggu
arytmetycznego, w ktéryma; = 1ir = 3.

924

925

888

o O O O

876




Cwiczenie 3 @

Potacz w pary wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,) i sume S,, poczatkowych kolejnych n
wyrazow tego ciggu.

a, = —0,5n - 0,5 S10 = 215
a, =6n—17 S3g = —247,5
a, = —2n+1 S30 = —900
a, =5 — 6 S10 = 260
Cwiczenie 4

W ciaggu geometrycznym (an) pierwszy wyraz jest rowny a1, réznica jest réwna r, suma 6
poczatkowych wyrazéw ciggu jest rowna Sg. Uzupetnij tabelke, przeciagajac odpowiednie
liczby.

-3,9,2,7,5,132,57, —63

ay r Sk
-3 132
7 b7
5 b
2 —63




Cwiczenie 5

Zaznacz, ktore stwierdzenie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda
W pewnym ciggu
arytmetycznym
siedmiowyrazowym ostatni
wyraz jest dwa razy wiekszy O

od wyrazu pierwszego,
ktory jest réwny 2, zatem
suma wszystkich wyrazéw
tego ciggu jest rowna 56.

W pewnym ciggu
arytmetycznym suma
dwoch pierwszych
wyrazow jest rowna
trzeciemu wyrazowi. Jesli
pierwszy wyraz tego ciagu O
jest rézny od zera, to
réznica tego ciagu jest
rowna pierwszemu
WYrazowi.

W ciggu arytmetycznym
pierwszy wyraz jest rowny
3—12, réznica ciggu jest O
rowna (—2) oraz
S, = —991. Zatem n jest
liczba parzysta.

Pierwszy wyraz ciggu
arytmetycznego jest réowny
1, réznica ciggu jest réwna O
2i.S, = 100. Wéwczas
n > 10.

Fatsz



Cwiczenie 6

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

Suma wszystkich liczb naturalnych nieparzystych dwucyfrowych jest réwna

Suma wszystkich liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 1001 jest rowna

Cwiczenie 7

Wykaz, ze suma n kolejnych liczb naturalnych nieparzystych jest réwna n?.

Cwiczenie 8

Oblicz, ile wyrazéw masuma 7 + 12 + 17 4+ 22 + 27+... +117.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na sume n poczatkowych wyrazoéw ciggu arytmetycznego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o wyprowadza wzor na sume n kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego
 oblicza sume n kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego
» wyznacza wielkoSci zwigzane z ciggiem arytmetycznym o znanej sumie czesciowej

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



» mapa skojarzen
e drzewo pojec

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w grupach sporzadzajg mape skojarzen, na ktorej zaznaczajg pojecia, wzory,
itp. zwigzane z ciggiem arytmetycznym.

2. Po prezentacji prac grup i wspolnym przypomnieniu wiadomosci na temat ciaggu
arytmetycznego, nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria
sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z materialem zapisanym w sekcji ,,Przeczytaj’
i z infografika.

2. Nastepnie w grupach rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne.

3. Podsumowaniem tej czesci zaje¢ jest wspolne omowienie rozwigzanych zadan
i sporzadzenie czesSciowego drzewa poje¢ zwigzanych z ciggiem arytmetycznym.
Te drzewa oraz wykonane wczes$niej mapy skojarzen uczniowie umieszczaja na tablicy
w klasie i w trakcie nastepnych lekcji poSwieconych ciggowi arytmetycznemu, bedg
uzupetniali te plansze.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest obliczenie sumy 20 poczatkowych wyrazow czterech wymyslonych
przez siebie ciggow arytmetycznych.

Materialy pomocnicze:
Ciagi - suma wyrazow ciggu arytmetycznego
Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych obliczaniu wartosci wyrazen
arytmetycznych.


https://epodreczniki.pl/a/ciagi---suma-wyrazow-ciagu-arytmetycznego/D1979GPhQ

