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Kazda liczba naturalna wigksza niz jeden, ktora nie jest liczbg pierwszg, jest tak zwang
liczba ztozong. Oznacza to, ze mozna jg przedstawic jako iloczyn liczb pierwszych.
Znajdowanie tych wiasnie liczb to inaczej faktoryzacja, czyli proces rozktadania liczby na
czynniki pierwsze.

Implementacje omawianego zagadnienia w poszczeg6lnych jezykach programowania
znajdziesz w e-materiatach:

» Faktoryzacja w jezyku C++,
» Faktoryzacja w jezyku Java,
» Faktoryzacja w jezyku Python.

Wiecejzadan? Siegnij do Faktoryzacja - zadania maturalne.
Twoje cele

e Przecwiczysz rozklad na czynniki pierwsze.
» Przeanalizujesz algorytm rozkladu liczby na czynniki pierwsze.
» Rozwiagzesz zadania zwigzane z liczbami ztozonymi.
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Przeczytaj

Na czym polega rozktad na czynniki pierwsze?

Kazda liczba catkowita wigksza od 1 jest liczba pierwsza albo liczbg ztozona.

Liczby pierwsze majg tylko dwa dzielniki: 1 oraz samg siebie. Z kolei liczba ztozona jest takg
liczbg, ktorg mozna przedstawic jako iloczyn innych liczb pierwszych. Dla przyktadu:
zapiszemy kilka liczb naturalnych jako iloczyn liczb pierwszych. I tak:

2 - jest liczba pierwszg,
3 - jest liczba pierwszg,
4 - liczba ztozong, ktoérg mozemy przedstawic jako 2 * 2,
5 - jest liczba pierwszg,
6 - liczbg ztozong, ktorg mozemy przedstawic jako 2 * 3,
7 - jest liczba pierwsza,

8 - liczba zlozong, ktorg mozemy przedstawic jako 2 * 2 * 2,

Dla matych liczb taki rozklad jest stosunkowo prosty. Natomiast dla wigkszych znalezienie
czynnikow pierwszych, bez znajomosci konkretnej metody, nie jest juz takie tatwe.

Metoda rozktadu liczby na czynniki pierwsze

Omowimy metode, ktora znacznie utatwia znajdowanie czynnikow pierwszych kazdej
liczby. Rozpoczynamy od zapisania liczby, ktorg chcemy roztozy¢ na czynniki pierwsze
w sgsiedztwie dtugiej, pionowej linii.
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Nastepnie bierzemy najmniejsza liczbe pierwszg, czyli 2, i sprawdzamy, czy 136 jest
podzielne przez 2.

136 +~ 2 = 68

Liczba 136 jest podzielna przez 2, wiec po prawej stronie linii zapisujemy 2, a po lewej,
ponizejnaszej liczby, zapisujemy wynik dzielenia.
136 | 2
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Powstalg liczbe dzielimy przez 2 tak dlugo jak dtugo 2 jest jej podzielnikiem Czy 68 jest
podzielne przez 2?

68 - 2 = 34

Tak. Zapisujemy wiec liczbe 2 po prawej stronie, a wynik z dzielenia po lewej stronie.

136 2
B8 2
34

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Ponownie sprawdzamy, czy liczba po lewej stronie jest podzielna przez 2.

34 -2 =17

Tak. Powtarzamy wiec czynnosc.



136 | 2
68 2
34 2
17
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Czy liczba 17 jest podzielna przez 2?
17 - 2 = 8.5

Nie jest. Przestajemy wiec dzieli¢ przez 2 i przechodzimy do kolejnejliczby pierwszej, jaka
jest 3. Czy 17 dzieli si¢ przez 3? Sprawdzmy.

17 + 3 = 5.666666666...

Niestety nie. Kontynuujemy wiec przechodzenie do kolejnych liczb pierwszych, az
znajdziemy takg, ktora bedzie dzielnikiem naszejliczby. Poniewaz liczba 17 jest liczbg
pierwszg, jedynym takim dzielnikiem bedzie liczba 17.

17 - 17 =1

Zapisujemy wiec liczbe 17 po prawej stronie linii oraz liczbe 1 po lewej stronie.

136 2
68 2
34 2
17 17

1

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Nasza liczba po lewej stronie osiggneta warto$¢ 1. W tym momencie nasz algorytm konczy
swoje dziatanie. Liczby, ktore znajdujg si¢ po prawej stronie kreski, sg czynnikami
pierwszymi liczby 136. Chcac upewnic sig, ze nie popetniliSmy btedu, mozemy obliczy¢ ich
iloczyn i sprawdzi¢, czy wynik bedzie rowny 136.



2 Xx2x2x 17 = 136

Wszystko sie zgadza, algorytm dat poprawny wynik. Chcac napisa¢ program komputerowy,
ktory bedzie rozkltadat liczby na czynniki pierwsze, zapiszemy algorytm w postaci
pseudokodu.

Algorytm rozktadu liczby na czynniki pierwsze

Sprobujmy napisa¢ w pseudokodzie algorytm rozktadajgcy liczbe na czynniki pierwsze,
wzorujac si¢ na algorytmie opisanym powyzej. Pierwszym krokiem bedzie inicjacja
zmiennej, ktora bedzie przechowywac liczbe do sprawdzenia.

liczbabDoSprawdzenia = liczba naturalna podana przez uzytkownika

Bedziemy rowniez potrzebowali zmiennej, ktoéra bedzie przechowywac liczbe pierwsza,
znajdujaca sie w danym momencie po prawej stronie linii. Nazwiemy ja pierwsza
i zainicjalizujemy liczba 2, gdyz jest to najmniejsza liczba pierwsza.

liczbaDoSprawdzenia = liczba naturalna podana przez uzytkownika
pierwsza = 2

Nastepnie bedziemy dzieli¢ liczbe po lewej stronie linii, az do momentu, w ktorym jej
warto$¢ wyniesie 1. Do tego celu uzyjemy petli while (w pseudokodzie dopoki).

liczbabDoSprawdzenia = liczba naturalna podana przez uzytkownika
pierwsza = 2

dopoki liczbaDoSprawdzenia > 1 wykonuj:

MoglibySmy uzy¢ warunku liczbaDoSprawdzenia != 1, ale starajmy si¢ zawsze uzywac
nierownosci, jezeli jest tylko taka mozliwos¢. Jezeli z jakiego$ powodu
liczbaDoSprawdzenia ominetaby warto$¢ 1, petla nigdy nie zakonczylaby dziatania (w
kolejnych e-materiatach poznasz takie przypadki). W przypadku nieréwnosci, nawet jezeli
nasza zmienna ominie warto$c¢ 1, petla zakonczy dziatanie.

Kolejnym krokiem jest dzielenie liczby po lewej stronie linii przez liczbe pierwsza, zapisana
w zmiennejpierwsza, dopoki jest ona jej dzielnikiem. Aby to osiggna¢, uzyjemy kolejne;
petli dopdki.
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liczbaDoSprawdzenia = liczba naturalna podana przez uzytkownika
pierwsza = 2

dopdéki liczbaDoSprawdzenia > 1 wykonuj:
dopdéki liczbaDoSprawdzenia mod pierwsza == 0 wykonuj:

Jezeli liczba pierwsza jest dzielnikiem liczby do sprawdzenia, musimy wypisa¢ do konsoli
liczbe pierwsza, poniewaz jest ona czynnikiem pierwszym naszejliczby, a nastepnie
podzieli¢ 1iczbaDoSprawdzenia przez pierwsza.

liczbaDoSprawdzenia = liczba naturalna podana przez uzytkownika
pierwsza = 2

dopoki liczbabDoSprawdzenia > 1 wykonuj:
dopoki liczbaDoSprawdzenia mod pierwsza == 0 wykonuj:
wyplisz pierwsza
liczbabDoSprawdzenia = liczbaDoSprawdzenia / pierwsza

Ostatnim krokiem jest przejScie do kolejnejliczby, jezeli liczba pierwsza nie jest
dzielnikiem 1liczbaDoSprawdzenia.

liczbaDoSprawdzenia = liczba naturalna podana przez uzytkownika
pierwsza = 2

dopd6ki liczbaDoSprawdzenia > 1 wykonuj:
dopdéki liczbaDoSprawdzenia mod pierwsza == 0 wykonuj:
wypisz pierwsza
liczbaDoSprawdzenia = liczbaDoSprawdzenia / pierwsza

pierwsza = kolejna liczba pierwsza

Stownik
operator !=

operator, ktory zwraca warto$¢ true, jezeli dwa elementy nie sg sobie rowne oraz
wartos¢ false, jezeli sg sobie rowne
petla while




petla, ktora wykonuje instrukcje w niej zawarte tak dtugo, jak zadane jej wyrazenie
logiczne jest prawdziwe



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet prezentujacy kolejne etapy rozktadania liczby na czynniki pierwsze. Przetestuj
jego dziatanie dla wtasnych przyktadow liczbowych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D10SrVmaU

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi apletu.



https://zpe.gov.pl/a/D10SrVmaU

Polecenie 3

Zapisz przyktady probleméw z lekcji matematyki lub fizyki, do rozwigzania ktérych mozesz

wykorzystac faktoryzacje.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Wskaz wszystkie poprawne definicje liczby pierwszej.

(] Liczba naturalna, ktéra ma 2 dzielniki naturalne: 1 oraz sama siebie.
(] Liczba, ktéra dzieli sie przez 1 oraz sama siebie.
(] Liczba naturalna, ktéra nie jest iloczynem dwdch liczb catkowitych wiekszych od 1.

(] Liczba catkowita, ktéra ma 2 dzielniki catkowite: 1 oraz sama siebie.

Cwiczenie 2 3

Wskaz czynniki pierwsze liczby 36.

O 2223
O 2,333
O 2,233
O 2,244
Cwiczenie 3 O

Zaznacz wszystkie liczby pierwsze.

‘83E]H72E]H73DH31E]’




Cwiczenie 4 C
Zdecyduj, ktére zdania sg prawdziwe, a ktore fatszywe.

Stwierdzenie Prawda Fatsz
Jeden jest liczba pierwsza. O O

Wszystkie liczby naturalne wieksze od 1 sg albo liczbami
pierwszymi, albo liczbami ztozonymi.

liczbe, ktéra zostata roztozona na czynniki.

Jesli obliczymy iloczyn czynnikdw pierwszych, otrzymamy O
Rozktad liczby na czynniki pierwsze konnczymy, gdy liczba O

O] OO

po lewej stronie osigga wartos¢ 1.

Cwiczenie 5 »

Woypisz czynniki pierwsze liczby 488.

Cwiczenie 6 @

Przedstawiony pseudokod ma za zadanie rozktada¢ podang liczbe na czynniki pierwsze, jednak
jego autor popetnit pare btedéw. Zapoznaj sie z pseudokodem i popraw odnalezione btedy.

1 liczbabDoSprawdzenia = X
2 pierwsza = 1

3

4 dopo6ki liczbaDoSprawdzenia >= 1 wykonuj

5 dopdéki liczbaDoSprawdzenia mod pierwsza !'= 0 wykonuj

6 wypisz pierwsza

7 liczbaDoSprawdzenia = liczbaDoSprawdzenia / pierwsza
8

9 pierwsza = kolejna liczba pierwsza

Popraw pseudokod.




Cwiczenie 7 @

Uzupetnij pseudokod tak, aby wypisywat najwiekszy czynnik pierwszy danej liczby x.

liczbaDoSprawdzenia = X

pierwsza = 2

dopoki liczbaDoSprawdzenia > 1 wykonuj

dopoki E . wykonuj

,,,,,,,,,,,,,,

______________

______________

______________

liczbaDoSprawdzenia = liczbaDoSprawdzenia /pierwsza ’

liczbaDoSprawdzenia mod pierwsza !=0 ’ WYpisz pierwsza ’

pierwsza = kolejna liczba pierwsza ’




Cwiczenie 8

Uzupetnij pseudokod tak, aby wypisywat liczbe czynnikdéw pierwszych danej liczby x.

liczbaDoSprawdzenia = X

pierwsza = 2

______________

dopoki liczbaDoSprawdzenia > 1 wykonuj

dopdki liczbaDoSprawdzenia mod pierwsza == 0 wykonuj

______________

liczbaDoSprawdzenia = liczbaDoSprawdzenia / pierwsza

pierwsza = kolejna liczba pierwsza

liczbaCzynnikéw = liczbaCzynnikéw + 1 ’ ‘ wypisz liczbaCzynnikéw ’ ‘ liczbaCzynnikéw = 0




Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Faktoryzacja
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

2) wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan
nastepujacych problemow:

a) rozktadania liczby na czynniki pierwsze,
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Przecwiczysz rozktad na czynniki pierwsze.
» Przeanalizujesz algorytm rozktadu liczby na czynniki pierwsze.
» Rozwigzesz zadania zwigzane z liczbami ztozonymi.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg sie z fragmentem sekcji ,,Przeczytaj” dotyczacym sposobu
rozktadu liczby na czynniki pierwsze.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartos$¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnig¢cia w trakcie lekcii.
2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,



a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.
Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie analizuja tresci z sekcji ,Przeczytaj” wySwietlone na
tablicy. Nauczyciel odpowiada na ew. pytania.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”, wybrany uczen
czyta tres¢ polecenia nr 1 ,Uruchom aplet prezentujacy kolejne etapy rozktadania
liczby na czynniki pierwsze. Przetestuj jego dziatlanie dla wlasnych przyktadow
liczbowych” i omawia przykladowe rozwigzanie postawionego problemu. Chetny lub
wybrany uczen przedstawia wyniki obliczen wynikajgcych z przetestowania dziatania
apletu dla wtasnych przyktadow liczbowych i wyjasnia, w jaki sposob rozwigzat zadanie.
Pozostali uczniowie weryfikuja poprawnos$¢ rozwigzan lub przedstawiaja alternatywne
sposoby.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-7 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Wskazowki metodyczne:

i

e Multimedia w sekcjach: ,Przeczyta’, ,Aplet”, ,Sprawdz sie” mozna wykorzystac jako
material shuzacy powtorzeniu materiatu.



