Odkryj, zrozum, zastosuj...

Co ksiezyc ma wspolnego z kwadratem? Jak ztapac¢ stozek w siatke? Jak narysowac wielokat
gwiazdzisty? Odpowiedzi na te i na inne pytania znajdziesz w e-podreczniku.

Potega o wyktadniku catkowitym

o Potega o wyktadniku catkowitym
o Dziatania na potegach o wyktadniku catkowitym
o Dziatania na potegach o wyktadniku catkowitym. Czes¢ |
o Dziatania na potegach. Czes¢ i
o Notacja wyktadnicza liczb
« Dtugosé okregu. Pole kota
o Dtugosc okregu
o Pole kota
o Woycinek kota. Odcinek kota
« Podobienstwo figur
o Figury podobne
o Wielokaty podobne
o Trojkaty prostokatne podobne
o Cechy podobienstwa trojkatow
o Pola figur podobnych
« Bryty obrotowe
o Bryty obrotowe
o Walec. Pole powierzchni walca
o Objetos¢ walca
o Stozek. Pole powierzchni stozka
o Objetos¢ stozka
o Kulaisfera
« Statystyka
o Odczytywanie danych statystycznych
o Przedstawianie danych statystycznych
o Srednia arytmetyczna i mediana zestawu danych
o Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego
o Zabawy i gry komputerowe
« Testy typu egzaminacyjnego



o

o

Test 1
Test 2
Test 3
Test 4
Test 5
Test 6

« Stowniczek



Potega o wyktadniku catkowitym

wykiladnik potegi

podstawa potegi

Przypomnijmy

« Potega a” o wyktadniku naturalnym (n > 1) nazywamy iloczyn n czynnikéw, z ktorych
kazdy jest rowny a.

a*=a eaeqe...... °a.
n czynnikow

1

e Przyjmujemy, ze a® = 1 dla a # 0 oraz a' = a.

« Dla kazdejliczby naturalnejn i dla dowolnejliczby a # 0 przyjmujemy a™" = a—ln

Twierdzenie: Dziatania na potegach
 lloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c




Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wykiadniki, a podstawe
pozostawiamy bez zmiany.
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an.am= an_,_m

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
—25, | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
7 pozostawiamy bez zmiany.
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https://zpe.gov.pl/a/D17jhHK5G

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c

(an)m — anom.

I
i

PEETY

AL Sl os 5

(an)m = am.n |

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 lloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".


https://zpe.gov.pl/a/D17jhHK5G
https://zpe.gov.pl/a/D17jhHK5G

SRR O & b i gs o e

(@a-b)'=3". p"

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/D17jhHK5G

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D17jhHK5G

Dziatania na potegach o wyktadniku catkowitym

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.
a.372,473%,17%,1073 12371
b. (—4) %, —27%, (1) %, (=2) %, —(-3)
() (D S
d.0,272,(-0,2)"% —(-0,2) % —(-0,5)", 0,173

Cwiczenie 2
Potacz w pary potege z jej wartoscia.

8 —0,272
4 L
25 (—2)7°
T (%)
-3 (=0,2)"
-2 ()

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

W miejsce kropek wstaw odpowiednig liczbe.

3=
b.9= (%
c.5=(+
8=
e. 5 =2
L= (4

Cwiczenie 5

Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja:

CCBY3.0.



Cwiczenie 6
Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gorne;.

liczby ujemne

liczby dodatnie

(—100)" | | (-=2)7"
(_1)—1000 (—1)~23
)]y

‘ _
(3" ey

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Potacz w pary.

=
a3

16 3
90,

ad

9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(—10)




Cwiczenie 8
Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

(_17 3)72
(-15)""

—3-1

(-3)°
2—3
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9
Wstaw w miejsce kropek taka liczbe, aby otrzymac rownos¢.
AU |
a.2 =3
b. (—¢) " =-1024
c.0,1--- = 1000000

NCORES

114

O

O

214

O

O



Cwiczenie 10

3 . . . . .
Potega (%) zapisana w postaci potegi o wyktadniku ujemnym to

Cwiczenie 11

Liczba (—4) 2 jest réwna:

4—2

o O O
|

1
O —1%

Cwiczenie 12

Woynikiem dziatania —273 + (—%)_2 jest liczba:

o O O O
ol



Cwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Potega (1%)_1 nie jest réwna 2.

lloczyn liczb 22 i 272 jest rowny 1.
Liczba przeciwna do 272 jest liczba (—2)_3.
Suma liczb 23 i 273 jest réwna 1.

Liczbg odwrotng do 125 jest liczba (—5)_3.

Liczba przeciwna do 32 jest liczba (—3) .

o o 0o o O o O

Liczba odwrotna do 25 jest liczba (—5) 2.

(] Potega (1%)_1 nie jest rowna <.

Cwiczenie 14

Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego dla podanych zmiennych.
az 342z dazx=—1
b.z2—-2z14+2dlaz= %

—y *+1
2y72 ’

day=—+

C.

2p°+pq—¢? i
dw,(ﬂap—lIQ— 2



Cwiczenie 15
Oblicz.

a.274— (—2)*

dde (27440 (3)

e. 107 ¢ 0,17*

f2-37 e
Cwiczenie 16

Oblicz wartos¢ wyrazenia.



Dziatania na potegach o wyktadniku catkowitym.
Czescl

Wazne!

Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
B i wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wyktadniki, a podstawe
77 pozostawiamy bez zmiany.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

2.272 ¢ 271



https://zpe.gov.pl/a/Db9mIMIpX

Cwiczenie 2
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusé.

..............

(0] (2] [4] (][ #] 28] [ 45

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4
Potacz w pary.

22.9274
2%.272
2-2.2
20 .22
20 .2-5
2-3.2-3

i

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja:

CCBY3.0.



Cwiczenie 6
Uzupetnij wyktadnik potegi.
2.2 e 275 =9
b.2,372 23 3%e 23*=23"

C. (—3)_4 ° (—3)6 ° (_3)—8 = (—3) "

o=

d(-5) e (-3) "o (-3) = (-

e€. 314 o 3 [ J 3_2 — 3

£107% 010 = 10



Cwiczenie 7

Uzupetnij wyktadnik potegi.

c.(22)7% o (22)* = (22)
d. (3k)° e3k e (3k) 2= (3k) "
€.270 @ 270 @ 24— -
fptepepcep=p-
gz e x 2= g
ha’ea? ea= a-

Wazne!

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
35 | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe

” pozostawiamy bez zmiany.

crrrr'rr‘r'F'Fr*

n

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl



https://zpe.gov.pl/a/Db9mIMIpX

Animacja

Cwiczenie 8

Oblicz w pamieci.

Cwiczenie 9
Potacz w pary.

zPx a2 zb
Gl ﬁ
23 . 20 LG
1224275 Elrg'
z 8 2" ;3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11
Potacz w pary.

25 .91

2-8.972

26 . 92

2-8.90

2-4.2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja:

CCBY3.0.



Cwiczenie 13
Potacz w pary.

-8

a®. a-a?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Zapisz w postaci jednej potegi.

a4 4404454475

b.64+64+64+64+6"*+6"*

c.3724+4324+324+ 3243243243243 2432

d.2734+923 493493



Cwiczenie 15
Potacz w pary.

potowa liczby 276 22
szesnastokrotno$c liczby 272 o
jedna ésma liczby 27 22
czterokrotnosé liczby I 7 0
dwukrotnos¢ liczby 26 2-7
czwartg czeéé liczby 272</math o

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

Potowa liczby 2720 to:

O 2—21
O 2—10
O 1—20

O 2—19



Cwiczenie 17

lloczyn poteg =8 iz% jest rowny:

o O O

—14

O $—86

Cwiczenie 18

Jezeli100 o 1073 : 1072 ¢ 1000 = 107, to:

o O O O
S
I



Cwiczenie 19

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

o o o o oo o o 0o o d

Czterokrotnos¢ liczby 273 to 2.

Suma 272 + 272 4 272 + 272 zapisana w postaci jednej potegi wynosi 2°.

Wyrazenie a'? e a* : (a® ® a~?) po uproszczeniu wynosi aS.

lloczyn 22 @ 2 @ 275 e 20 zapisany w postaci potegi to 27 1.
lloczyn 272 @ 220 e 272 zapisany w postaci potegi to 27°
81:33 3 =38

Suma 272 + 272 zapisana w postaci jednej potegi wynosi 274,
81:33 3 =32

Czterokrotnos¢ liczby 273 to &

3 4 5

Wyrazenie a® @ a=* : ab po uproszczeniu wynosi a



Cwiczenie 20

Oblicz w pamieci.

Cwiczenie 21
Potacz w pary.

)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 22
Potacz w pary.

(@)
(=) "
@)
(@)
(=)’
()™

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23

Zapisz w postaci jednej potegi.



Cwiczenie 24

Zapisz wyrazenie jako potege potegi.

a. 478

b (3)”
c (_3)—15
d. (1,8) "
e. (—3)_24
f —279

Cwiczenie 25
Potacz w pary.

@)’ 51
((24)‘5)6 640
()™ =
()" 2
(24) -7 4-14

((43)0) 8 1630

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 26

)
Wynikiem potegowania ((—2)3> jest liczba

L
32

o O O
|

Q —64
Cwiczenie 27

)—12

Wyrazenie (a + b nie jest rowne



Cwiczenie 28

Jezelic™® = 273 to

O e=3
O e=18
O e=9
O c=6



Dziatania na potegach. Czes¢ Il

Twierdzenie: Dziatania na potegach
« Iloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
B g 1 wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wyktadniki, a podstawe
777 pozostawiamy bez zmiany.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

« [loraz poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/Dgh4d2b0G

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
" pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

(a™)™ = a™™.

” Potegujac potege mnozymy wykiadniki, a podstawe pozostawiamy bez zmiany.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/Dgh4d2b0G
https://zpe.gov.pl/a/Dgh4d2b0G

Animacja

 lloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

« lloraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn

prawdziwa jest rownos¢



https://zpe.gov.pl/a/Dgh4d2b0G

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

e.(—0,01)* o (10)7*


https://zpe.gov.pl/a/Dgh4d2b0G

Cwiczenie 2

Oblicz.

Cwiczenie 3
Potacz w pary.

IS

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4
Potacz w pary.

—(222) "
(22)~°
(—2z)°
(—22)2
(—2272)°

—(2z)7?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Uzupetnij podstawe potegi.

.22 e32=,2

e. (—%)_5 ° (—%)_5 =...0

f.(—0,01) 20102 ="..2



Cwiczenie 6
Oblicz w pamieci.
a.273 : (—2)_3

b.(=3) % : (=3)7?

Cwiczenie 7
Oblicz.
a.274: 2



Cwiczenie 8
Potacz w pary.

2 (4)
CRION

9-1:(-3)!

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

oo
»—\l"‘



Cwiczenie 10

Uzupetnij podstawe potegi.

a.20% . 103=..3

Cwiczenie 11

Uzupetnij brakujaca podstawe potegi.

.23 e 43 e .. 18 =83

b.372e...2 : 972= 34

c.25% :..5 . 55 = pl0



Cwiczenie 12

lloraz 60~ %° : (—15)_15 jest rowny

O (-4)°
O 415
Q (_4)—15

O (_4)15

Cwiczenie 13
Wyrazenie (3:13*3y) -2 jest réwne

6

O 7
O 9z%2

O 3zby—2



Cwiczenie 14

9x2y

3xry?

Wyrazenie ( ) zapisane bez uzycia nawiasdw ma postac

O &
O &=

4
O &

O =
9 8 y4
Cwiczenie 15

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

-3 . . . _
(] loczyn 23e3 36 ( ) e 273 zapisany w postaci potegi to 6 3

| =

(] lloraz 0,0001_5 : (),001_5 zapisany w postaci potegi to 1010

(] Wyrazenie (—2a:2y) - PO uproszczeniu wynosi —#f;yg
.. -3 . .

(] Wyrazenie (—2zc2y) PO uproszczeniu wynosi 8—;@;

-3 . . .
(] lloczyn23e3 3 e (%) e 273 zapisany w postaci potegi to 612

(] lloraz (),()001_5 : O,O()l_5 zapisany w postaci potegi to 10°

Cwiczenie 16
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18
W miejsce kropek wstaw odpowiedni znak <, >, = .
a.83...473

b.376... 1276

£(0,75) ... (3)"

Cwiczenie 19

W miejsce kropek wstaw odpowiedni znak <, >, =.
a (—2,3) .23
b, (—3,6)—6 ...3,6°

c.— (=7,0) (=107

d.—(—(—0,2)_9) - (_0,2)—9



Cwiczenie 20
Potacz w pary.

a—16 . a—ll

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21

Oblicz.

a5:a8</mrow



Cwiczenie 22

Uzupetnij brakujacy wyktadnik potegi.

a.2> e 4 :272= 2"

c.47* 14 o016 o664 = 478

d.625 : 52 : 5 : 52=1

Cwiczenie 23
Potacz w pary.

—243-37%2.32:2: (-2)7® 2° . 30
—64-371. (=2)%.27 27 . 33
(-2)"?:64.37%. (—81) 273
128-9-272:30. (-3)* 2% . 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24

Zaktadajac, ze a # 0, zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.




Notacja wyktadnicza liczb

Poteg o wyktadniku catkowitym uzywamy do zapisywania liczb bardzo matych lub bardzo
duzych. Stosujemy wtedy notacje wyktadniczg, np.:

« 6,02 102 mol * to liczba Avogadro oznaczajaca liczbe czasteczek materii
znajdujacych sie w jednym molu tej materii,

o 3 ¢10% m/s to predkosé $wiatla,

e 1,66 - 10727 kg to masa pojedynczego atomu wegla,

o 3,84 @ 10% m to érednia odleglos¢ Ksiezyca od Ziemi.

Wazne!

Liczba zapisana w notacji wyktadniczej ma posta¢ a e 10¥, gdzie 1 < a < 10 oraz k jest
liczbg catkowita.

125000000000 = 1,25 - 10t

11 cyfr

0,00000000359 = 3,59 . 10°

9 cyfr




Cwiczenie 1

Podaj liczbe, uzywajac notacji wyktadniczej.

aadm=...cm

b.45m = ...cm

c.0,32m=...cm

d5kg=...g

e. 76 kg = ...dag

£0,02kg=...g

Cwiczenie 2
Potacz w pary.

0,038 - 10° 38 000

0,38-10° 38
38 - 102 380 000
380 - 103 380
3,8-10% 3800

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4
Oblicz wartosé¢ wyrazenia i zapisz ja w notacji wyktadniczej.
a. (9010%) e (3 o 10%)

b 0,4 1,8 02105
2010

60 10° 01.2 010°

c. 0,002e 10*

Cwiczenie 5
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

0,027 e 10° to

O 270

O 2700
() 270000

() 27000



Cwiczenie 7

Jezelia = 2,7 10% a b=0,03e 10% to + Wynosi

() 90e10°
() 9e10*
() 0,910

() 9e10°

Cwiczenie 8

Objetosc¢ szescianu o boku 5 e 10% dm, to
O 125e10° dm®
() 5e 10° dm?®
() 2510° dm?

O 1,25 10" dm?®



Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

) 0,000028 =2,8e10°°
() 0,0037=3,7¢103
() 0,37 =3,7e10 2

() 0,00015=1,5010""°

(] 0,00002=2e10°

Cwiczenie 10
Potacz w pary.

3400 3,4-107°
34 3,4-10°
0,0034 3,4-1072
0,034 3,4-10°
340 3,4-1074
0,00034 3,4-10"

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Podaj liczbe, uzywajac notacji wyktadniczej.

a2bcm=...m

b.4mm —=...cm

c.0,56m = ...km

d5g=...kg

e.0,8g=...dag

£0,03kg =...¢

Cwiczenie 12
Przeciagnij i upusc.

12,5-10° || 2,5-10% | [2,5-10% | [2,5-107 | [ 2,5-10" | [2,5-10°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14

a. Wiedzac, ze promien Stofica wynosi okoto 7 e 10°, promien Jowisza wynosi okoto 7 e 10*
, oblicz, ile razy promien Jowisza jest mniejszy od promienia Stonca.

b. Wiedzac, ze promien Stofica wynosi okoto 7 @ 10°, promien Marsa wynosi okoto
3,5e 10°, oblicz, ile razy promien Storica jest wiekszy od promienia Marsa.

Cwiczenie 15

Jaka jest réznica objetosci buteleczek soku o pojemnosciach 500 m1i3 e 101 dm? ?



Dtugosc okregu

Okrag

Okrag

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Okregiem o $rodku w punkcie S'i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych odlegtos$¢ od punktu S jest réwna r.
Okrag o $rodku w punkcie S i promieniu r oznaczamy O(S, r).



https://zpe.gov.pl/a/DUuWJzZFj

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Kat wpisany w okrag

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat, ktorego wierzchotek lezy na okregu, a jego
ramionami s3 potproste zawierajace dwie cigciwy tego okregu.

B




Punkty A i C' wyznaczajg dwa luki na okregu. Méwimy, ze kat wpisany « jest oparty na
tuku AC, majac na mysli tuk zaznaczony na rysunku, na ktérym nie lezy wierzchotek B
(fuk zawarty w kacie ABC). Czasem méwimy tez, ze kat a jest oparty na cieciwie AC.
Definicja: Kat srodkowy okregu

Katem $rodkowym okregu nazywamy kat, ktoérego wierzchotek jest srodkiem okregu.




Moéwimy, ze kat srodkowy a jest oparty na tuku AC, majgc na mysli tuk zaznaczony na
rysunku.

o W przypadku katow mniejszych niz 180° kat srodkowy jest oparty na krétszym
z tukow AC.

o W przypadku katow wigkszych niz 180° kat srodkowy oparty jest na dtuzszym
z tukow AC.

o W przypadku kata rownego 180° kat srodkowy oparty jest na potokregu.

Rozpatrzymy teraz sytuacje, w ktorej kat Srodkowy i kgt wpisany oparte s3 na tym samym
tuku okregu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUuWIJzZF]


https://zpe.gov.pl/a/DUuWJzZFj

o Iprzypadek

Srodek okregu lezy wewnatrz kata wpisanego.
C

Na okregu o $rodku w punkcie S i promieniu r zaznaczmy punkty A, Bi C. Niech a bedzie
katem $rodkowym opartym na tuku AB, a 8 niech bedzie katem wpisanym opartym na tym
samym tuku AB.

Oznaczmy vy = |<CAS| oraz § = |<SBC|. Poprowadzmy z punktu C promien okregu.
Utworzone w ten sposob trojkaty ACS oraz BCS sg rownoramienne. Zatem w kazdym z
tych trojkatow miary katéw przy podstawie sg rowne.

Zatem |<<ACS| = |<CAS| =i |<BCS| = |<CBS| =6.
Wtedy

|<ASC| = 180° — 2, |« BSC| = 180° — 2.
Suma miar katéw ASC, BSC, ASB jest rowna 360°
|<< ASC| + |<<BSC| + |<< ASB| = 360"
Czyli

180" — 2y +180° — 26 + o = 360°



a=2y+20 =2(y+9),
ale
Y+d=5,
wiec
a=2p.
o Il przypadek

Srodek okregu lezy na ramieniu kata wpisanego.

Trojkat BCS jest rownoramienny, stad |[<SBC| = B. Zatem
|<<BSC| = 180" — 28.

Z drugiej strony |[<BSC| + a = 180°.
Zatem 180" — 28+ a = 180", wiec w tym przypadku takze

a = 20.
o III przypadek

Srodek okregu lezy na zewnatrz kata wpisanego.



Oznaczmy przez v kgt pomiedzy narysowana $rednicq a ramieniem A C kata wpisanego, jak
na rysunku.

Zauwazmy, ze kat ASD jest katem $rodkowym opartym na tym samym tuku co kat i jest to
sytuacja opisana w przypadku II. Zatem

|<< ASD| = 2.

C

QA

D D
A X

Kat v 4 B jest katem wpisanym opartym na tym samym tuku co kat srodkowy 2y 4 a i jest to
sytuacja opisana w przypadku II. Zatem



Stad ponownie otrzymujemy

UdowodniliSmy w ten sposob twierdzenie o kacie Srodkowym i wpisanym.
Twierdzenie: o kacie srodkowym i wpisanym

Kat srodkowy ma miare dwa razy wigkszg niz kgt wpisany oparty na tym samym tuku.

Rektyfikacja okregu

Wazne!

Rektyfikacja lub wyprostowanie okregu polega na skonstruowaniu odcinka, ktorego
dtugosc¢ jest rowna obwodowi danego okregu.
Jedna z przyblizonych konstrukcji wyprostowania okregu podat w 1685 r. Adam

Kochanski, nadworny matematyk krola Jana III Sobieskiego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUuWIJzZF]
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DUuWJzZFj

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUuWIJzZF]
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Dtugosc¢ okregu

Przez wiele stuleci uczeni poszukiwali wzoru, pozwalajgcego okresli¢ dlugos¢ okregu,
ktorego promien jest znany. Dokonujac przyblizonych pomiarow, zauwazyli, ze stosunek
dtugosci okregu do jego Srednicy jest w kazdym przypadku w przyblizeniu rowny 3.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUuWIzZFj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DUuWJzZFj
https://zpe.gov.pl/a/DUuWJzZFj

Przeprowadzony eksperyment pozwolit na znalezienie dokladniejszejliczby okreslajgce;j
stosunek dlugosci okregu do jego srednicy.

Liczbe te w XVIII w. oznaczono greckg literg  (pi) od pierwszejlitery greckiego stowa
perimetron, czyli obwod.

dtugos¢ okregu

m= $rednica okregu

Oznaczmy

L - dlugos¢ okregu

r — promien okregu

Wtedy Srednica okregu jest rowna 27 oraz

— L
7T_27'
2nr = L

Dlugos$¢ Lokregu o promieniu rwyraza sie wzorem L = 2mr.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUuWIzZF]
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Liczba mt

Ciekawostka
Starozytni Egipcjanie przyjmowali, ze stosunek obwodu kota do jego Srednicy jest rowny

(4)* ~3,1604. ..



https://zpe.gov.pl/a/DUuWJzZFj

Sredniowieczni Chinczycy uwazali, ze jest on rowny % ~ 3,1428. ..

Przez wieki podawano coraz lepsze przyblizenie liczby .

W XVI w. matematyk holenderski Ludolph van Ceulen podat jej warto$¢ z doktadnoscia
do 35 miejsc po przecinku:

3,14159265358979323846264338327950288 . . .

Na cze$¢ tego matematyka liczba pi zwana jest tez ludolfina.

W XVIII w. udowodniono, ze liczba 7 nie jest liczbg wymierna. Nie da si¢ wiec jej zapisac
w postaci ulamka dziesig¢tnego skonczonego ani w postaci utamka dziesietnego
nieskonczonego okresowego.

Obecnie znamy przyblizenie liczby 7 z dokltadnoscig do kilku bilionoéw miejsc po

przecinku.
Przyktad 1

W I w. p.n.e. rzymski architekt Witruwiusz zaproponowat sposéb pomiaru odleglosci
drogowych, wykorzystujacy poruszajacy si¢ rydwan. Koto takiego rydwanu miato
promien 0,6 m. Na pokonanie jednej mili rzymskiej (1400 m) musiato wykona¢ 400
obrotow.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz wartos$c¢ liczby 7, przyjmowana przez Witruwiusza.
Odpowiedz.

400 - 2nr = 1400
400 - 27 - 0,6 = 1400

_ 1400



Obliczanie dtugosci okregu

Wazne!

W obliczeniach praktycznych najczesciej przyjmuje sie, ze m ~ 3,14.
Przyktad 2

Srednica kotka do deskorolki jest rowna 50 mm. Obliczymy, ile razy obroci sie to kotko na
drodze diugosci 1 m.
Obliczamy dtugos¢ drogi, jaka pokona kotko podczas jednego obrotu, czyli obwod kotka.

L=2r =«
L ~50-3,14
L ~ 157 mm
Zamieniamy metr na milimetry.
1m = 1000 mm
Obliczamy, ile razy obroci sie kotko.
1000 : 157 = 6,369...

Ko6tko obroci si¢ okoto 6 razy.
Przyktad 3

Koniec duzejwskazowki zegara w ciggu godziny pokonat droge dtugosci 94,2 cm.
Obliczymy przyblizong dtugosc¢ tej wskazowki.

Oznaczmy przez x dtugos¢ (w cm) dtuzszejwskazowki zegara i skorzystajmy ze wzoru na
obwod kota.

L = 2nx
L
T = 97
94,2
T~ 5314
T~ 15 cm

Wskazowka ma okoto 15 cm diugosci.
Wynik obliczen zwigzanych z dtugoscia okregu czesto musi by¢ doktadny.
Przyktad 4




Obliczymy dtugos¢ okregu o promieniu 9 cm.
Korzystamy ze wzoru na dtugos¢ okregu, tym razem nie zastepujac liczby 7 jej warto$cig
przyblizona.

L = 2nr
L=27-9 =18«
L =18mcm

Dlugosc¢ okregu jest rowna 18m cm.
Wiemy juz, ze w kazdy tréojkat mozna wpisa¢ okrag i na kazdym tréjkgcie mozna opisac

okrag.

TNY . , . . s . .1
Jesli trojkat jest rownoboczny, to promien okregu wpisanego w ten trojkat stanowi —

wysokosci trojkgta. Natomiast promien okregu opisanego jest rowny % wysokosci
trojkata.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

_ 1, 1 av3 _ aV3
r=zh=3-5%5"="
23 2 3 aV3
R=35h=35 -3a="3

Przyktad 5

Dhugos¢ okregu jest rowna 47v/3. Na okregu tym opisano trojkat rownoboczny. Oblicz
obwad tego trojkata.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Oznaczmy

r - promien okregu

a - dtugos¢ boku trojkata

h - wysokos¢ trojkata

Obliczamy promien okregu, korzystajac z tego, ze dlugo$é¢ okregu jest rowna 4m+/3.

2nr = 471'\/ 3

r:2\/§

Korzystajac ze wzoru na wysoko$¢ trojkgta rownobocznego, mozna zapisa¢ h = ‘“2/5 .

Natomiast promien okregu wpisanego w trojkgt rownoboczny jest rowny %h. Zatem

Poréwnujemy uzyskane liczby i wyznaczamy dtugos¢ boku trojkata.
a6 3 — 2\/5

a=12

W trojkacie rownobocznym wszystkie boki sg rowne. Mozemy juz obliczy¢ obwod
trojkata.

L=3a=3-12=36

Obwad trojkata jest rowny 36.
Przyktad 6

Punkty A, B, D lezg na okregu o srodku w punkcie C. Kat wpisany w okrag, oparty na
cieciwie AB, tak jak na rysunku, ma miare 30°. Obwdd trojkata ABC jest réwny 6.
Wykaz, ze dlugos¢ tego okregu jest wieksza od 12,5.

D

B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Kat ACB jest katem $rodkowym, opartym na tym samym tuku co kat ADB. Zatem jego
miara jest dwa razy wieksza od miary kata ADB.

|<ACB|=2-30° =60

Trojkat ACB jest trojkatem rownoramiennym, w ktorym kat miedzy ramionami ma miare
60°. Zatem kazdy z pozostatych katow tez jest rowny 60 °. Trojkat jest wiec rownoboczny
i dlugos¢ jego boku jest rowna promieniowi okregu.

Zatem promien okregu jest rowny 6 : 3 = 2, a dlugos¢ okregu wynosi

2.-m-2=4mr>4-3,14 = 12,56

Poniewaz 12,56 > 12,5, zatem dlugo$c¢ okregu jest wieksza od 12,5, co nalezato wykazac.

Cwiczenie 1
Uzupetnij tabelke.
Tabela. Dane
Promien okregu Srednica okregu Obwdd okregu
8
20
24n
11
Cwiczenie 2

tancuch wykonany jest z 45 ogniw. Kazde z nich jest w ksztatcie okregu o sSrednicy 5 cm. Czy
ten tancuch jest dtuzszy od 1 m?

Cwiczenie 3

Obwadd obreczy kosza do gry w koszykéwke wynosi okoto 141, 3 cm. Oblicz dtugos$¢
Srednicy tego kosza.



Cwiczenie 4

Koto oraz romb o przekatnych dtugosci 8 cm i 6 cm majg taki sam obwéd. Promien kota
WYNOoSi

— CIm

o O O
e
5

— CIm

(O =5 cm

Cwiczenie 5
Punkt P = (—1,3) lezy na okregu o $rodku w punkcie S = (0,5). Promien tego okregu

() jest réwny V5
() wiekszy od \/E

() jest mniejszy od \/5

Cwiczenie 6

Trzy dyplomy zwiniete w rulony, kazdy o srednicy 6 cm kazdy, nalezy obwigzac¢ wstazka. Jaka
dtuga powinna by¢ wstazka, jesli na jeden wezeti jedng kokardke potrzeba 20 cm? Wynik
zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

Cwiczenie 7

Koto o $rodku w punkcie S = (2, —9) jest styczne do pewnej prostej w punkcie
A = ( —1,—1). Oblicz promien kofa.



Cwiczenie 8

Odlegtosc¢ srodkéw dwadch kot stycznych zewnetrznie jest réwna 6. Promienie tych kot sg
w stosunku 1 : 2. Suma obwoddéw tych kot jest réwna

O 8rm

(O 127

(O 3w

(O 18w

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Dlakazdego okregu stosunek jego obwodu do $rednicy jest staty.

(] Jesli dwa okregi maja réwne promienie, to sa przystajace.

(] Jedli dwa okregi maja réwne obwody, to sa wspétsrodkowe.

(] Dtugos¢ okregu wyraza sie zawsze liczbg wymierna.

Cwiczenie 10

Oblicz, ile razy obwéd kota o promieniu 8 jest wiekszy od

a. dtugosci okregu o $rednicy 4

b. dtugosci okregu o promieniu 1



Cwiczenie 11
Dokoncz zdania tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

a. Promien kota o obwodzie 167 wynosi ...

b. Srednica kota o obwodzie 7 wynosi ...
Cwiczenie 12
lle razy zwiekszy sie dtugos$¢ okregu, jesli jego promien zwiekszymy 2 razy?
Cwiczenie 13
Jak zmieni sie dtugosc¢ okregu, jesli jego Srednice zmniejszymy o 2?
Cwiczenie 14
Znajdz dtugosé okregu

a. wpisanego w trojkat réwnoboczny o boku dtugosci 48 cm

b. opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku dtugosci 48 cm
Cwiczenie 15

Oblicz dtugos$¢ boku tréjkata réwnobocznego, wiedzac, ze dtugosé okregu opisanego na tym
tréjkacie jest réwna 67/3.

Cwiczenie 16

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dtugosci 0,6 cm i 0,8 cm. Na tym tréjkacie
opisano okrag. Oblicz obwdd tego okregu.



Cwiczenie 17

Wysokos¢ trojkata réwnobocznego jest rowna h. Znajdz stosunek obwodu kota opisanego na
tym tréjkacie do obwodu kota wpisanego w ten trojkat.

Cwiczenie 18

Z kota wycieto kwadrat o polu 392 cm?. Wykaz, ze obwéd tego kota jest nie mniejszy niz
88 cm.
Przyjmij m = %



Pole kota

Koto

Koto
r
S

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Koto

Kotem o $rodku w punkcie S i promieniu r nazywamy zbior tych punktéw plaszczyzny,
ktorych odlegtos¢ od punktu S jest mniejsza badz réwna r.



https://zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

K(S,r) - koto o srodku w punkcie Si promieniu r

Pole kota

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Pole kota o promieniu r jest rowne iloczynowi liczby 7 i kwadratu promienia .

P = mr?



https://zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb

P=rr

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczanie pola kota
Przyktad 1

Oblicz pole kota o promieniu 4 dm.
Do wzoru na pole kota wstawiamyr = 4.

P=mx-42 =167

Pole kota jest rowne 161 dm?.
Przyktad 2

Obwod matego znaku zakazu wynosi 60m cm. Oblicz, ile cm? blachy potrzeba na jego
wykonanie.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy najpierw promien kota, w ksztalcie ktorego jest znak - korzystamy ze wzoru
na obwod kota.

L = 2nr
60m = 2mr/ : 27

r =30 cm




Korzystamy ze wzoru na pole kota.

P = mr?
P =307
P = 9007 cm?

Przyjmijmy 7 ~ 3,14, wtedy
P =~ 900 - 3,14 = 2826

Na wykonanie matego znaku zakazu potrzeba okoto 2826 cm? blachy.
Przyktad 3

Pole powierzchni jednego okragtego konfetti jest rowne 4rmm?. Ile takich konfetti
mozna wycia¢ z kwadratowej kartki papieru o boku dlugosci 1,2 cm?
Obliczamy najpierw Srednice d kota, w ksztalcie ktorego jest konfetti.

A1 = 7r

r? =4

r=2
bor >0

d=2r

d =4 mm

Poniewaz 1,2 cm = 12 mm, zatem w kwadracie o boku 12 mm zmiesci si¢ 9 kot o
srednicy 4 mm kazde.

Z kwadratowej kartki mozna wycia¢ 9 konfetti.

Przyktad 4

Hipokrates z Chios badat wlasnosci figur, zwanych obecnie ksiezycami Hipokratesa.
Ksiezyce Hipokratesa to figury w ksztalcie ksiezycow, zwigzane z wielokatami

i okregami.

Rozwazmy trojkat prostokatny ABC. Budujemy okregi, ktorych $rednicami sg boki
trojkata ABC.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Figury ograniczone tukami okregu opartego na przeciwprostokatnej oraz potokregami
opartymi na przyprostokatnych to ksiezyce Hipokratesa.

Cwiczenie 1

Oznacz a, b przyprostokatne tréjkata ABC, ¢ - przeciwprostokatng. Oblicz pole tréjkata.
Oblicz sume pot ksiezycéw Hipokratesa. Co zauwazasz?

Przyktad 5

Salinon (po grecku solniczka) to figura ograniczona 4 potkolami swoim ksztaltem
przypominajgca solniczke. Opisywat jg juz Archimedes.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Rozwaz salinon oparty na $rednicy AB. Niech FG bedzie odcinkiem prostopadlym do tej
Srednicy i przechodzacym przez jej srodek. Punkty F'i G niech leza na pétkolach
ograniczajacych salinon.

Wykaz, ze pole salinonu jest rowne polu kota, ktérego $rednicg jest odcinek FG.

Odpowiedz
Niech
|GF| = 2R
ICE|=r
Wtedy
|AE| = 2R —r
|AC| =2R - 2r

Suma pot potkoli opartych na érednicach AD i EB jest rowna

(R — )


https://zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb
https://zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb

Pole salinonu jest rowne

S n(R-r)’ =

2_ T 2
TUR AR ;R ) e m(R? — 2Rr + r?)

:7r(2R2—2Rr+%2+%2—R2+2Rr—r2) = 1R?

Cwiczenie 2

Niech AB bedzie $rednica kota o $rodku w punkcie S. Punkt C' niech lezy na odcinku AB,
natomiast punkt P niech lezy na okregu o $rednicy AB.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Wykaz, ze pole arbelosa jest réwne polu kota K (.S, | SB ).

Przyktad 6

Na trojkacie prostokgtnym opisano koto o polu 2,257. Oblicz sume kwadratow dlugosci
przyprostokatnych tego trojkata.


https://zpe.gov.pl/a/DRHLS88kb

N

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wiemy juz, ze Srodek kota opisanego na trojkacie prostokgtnym jest zarazem srodkiem
przeciwprostokatnej tego trojkata.

Oznaczmy przez r promien tego kota, natomiast przez a, b - przyprostokatne tréjkata
wpisanego w to koto.

Pole kota jest rowne 2,257, Stad

mr=225n /7
r2 — 295
r=+225=1)5

bor >0

Dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego wpisanego w koto jest rowna 2r,
czyli 3.

Rozwazany trojkat jest prostokatny, mozemy wiec skorzystac z twierdzenia Pitagorasa,
zapisujac zwiazek miedzy dlugosciami jego bokow.

a’>+b=¢c?
a? + B = 32
a?+v:=9

Wynika z tego, ze suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych trojkata jest rowna 9.



Cwiczenie 3

Pole kota o obwodzie 2,67 jest rowne

1,697

6.767

o O O

3,38

O 1,3«

Cwiczenie 4

Obwadd kota o polu %ﬂjest rowny

©o|~
S

o O O O

©o|~
3



Cwiczenie 5

Promien mniejszego z két na rysunku jest rowny 11 cm, a wiekszego 17 cm.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole pierscienia kotowego wyznaczonego przez te kota jest rowne

() 168~

O 121«

(O 4107

O 289

Cwiczenie 6

Srednica pokrywki od garnka jest réwna 30 cm. lle blachy uzyto na jej wykonanie?

okoto 706,5 cm?

okoto 900 cm?

okoto 225 cm?

okoto 2826 cm?

o O O O



Cwiczenie 7

Zapisz, jak zmieni sie pole kota, gdy jego Srednice

a. zwiekszymy dwukrotnie

b. zmniejszymy sze$ciokrotnie

c. zwiekszymy 0 40 %

d. zmniejszymy 0 20%



Cwiczenie 8

Przyjmij, ze pole zielonego kwadratu jest réwne 1.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Obwéd kola jest wiekszy od 20.

(] Pole kota jest wigksze od 29.

(] Obwdd kota jest mniejszy od 18.

(] Pole kola jest mniejsze od 28.



Cwiczenie 9

W kwadrat o boku dtugosci 10 cm wpisano koto K. Na tym kwadracie opisano tez koto K.
Stosunek pola kota K7 do pola kota K jest rowny

O 2:1

() 16:1

() 4:1

(O m:2

Cwiczenie 10

Pole powierzchni okragtego klombu jest réwne 1 a. Przyblizona dtugo$¢ promienia kota,
w ksztatcie ktérego jest klomb, jest réwna

() 10m

(O 6m

() 3m

(O 32m

Cwiczenie 11

Punkt B jest $rodkiem kota. Punkt A nie nalezy do tego kola. Prosta przechodzaca przez punkt
A jest styczna do kota w punkcie C. Wiadomo, ze |[AB| =10 cm i |[AC | = 8 cm. Oblicz
pole kota.

Cwiczenie 12

Odlegtosc srodkéw dwéch kot stycznych zewnetrznie jest rowna 10 cm. Gdyby kota te byty
styczne wewnetrznie, to odlegtosc ich srodkéw wynositaby 8 cm. Oblicz pola tych koét.



Cwiczenie 13

Odlegtosc¢ srodkéw dwéch kot stycznych zewnetrznie jest réwna 10 cm. Promienie kot
pozostajg w stosunku 4 : 1. Oblicz pola tych kot.

Cwiczenie 14

Oblicz obwéd kwadratu, ktérego pole jest réwne polu kota o $rednicy 18.
Cwiczenie 15

Oblicz stosunek obwodu kota o polu 16 do obwodu kota o polu 1697r.
Cwiczenie 16

Promien kota o polu 30 cm? jest réowny r. Promien kota o obwodzie 30 cm jest réwny R.
Wskaz nierownosé prawdziwa.

() R<r
O % >2

() R>r

Cwiczenie 17

Koto i kwadrat maja rowne pola. Oblicz stosunek obwodu kota do obwodu kwadratu.

Cwiczenie 18

Punkt P( — 1,3) lezy na okregu o $rodku S = (0,5). Oblicz pole kota ograniczonego tym
okregiem.



Cwiczenie 19

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

[ ] Pole kota wyraza sie zawsze liczbg niewymierna.

(] Jedli dwa kota majg réwne pola, to sa przystajace.

(] Liczba wyrazajaca pole kota moze by¢ réwna liczbie wyrazajacej obwéd tego kota.

(] Jedli dwa kota sa wspotsrodkowe, to maja réwne pola.

Cwiczenie 20

Dokoncz zdanie.

a. Pole kota jest réowne 167. Srednica tego kota wynosi ...

b. Obwdd kota jest rowny . Pole tego kota jest réwne ...

Cwiczenie 21

Uzupetnij tabelke.

Tabela. Dane

Srednica kota Pole kota Obwadd kota

24



Cwiczenie 22

Koto oraz romb o przekatnych dtugosci 8 cm i 6 cm majg takie same obwody. Pole kota

WYNOSi
O % cm?
O 45 cm?
() 10m cm?

O 20 om2
s
Cwiczenie 23

Uzupetnij tabelke.

Dtugos¢ boku tréjkata
rownobocznego

12

Tabela. Dane

Promien kota opisanego na
tym tréjkacie

6+/3

Pole kota opisanego na
tym tréjkacie

3T



Cwiczenie 24

Witraz ma ksztatt trojkata rownobocznego o boku dtugosci 24 cm. Pomaranczowa czesé
witraza jest w ksztatcie kota wpisanego w ten trojkat. Pozostata czes¢ witraza jest niebieska.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz pole niebieskiej figury.

Cwiczenie 25

W okrag wpisano kwadrat i na ty samym okregu opisano kwadrat. Stosunek pola kwadratu
opisanego na okregu do pola kwadratu wpisanego w ten okrag

() jest wiekszy do 4

() jestréwny 4

() wyraza sie liczba niewymierna

() jest mniejszy od 4



Cwiczenie 26

Pole kota o srodku w punkcie O jest réwne 1,697. W odlegtosci 0,5 od punktu O
poprowadzono cieciwe.
Zaznacz kazde zdanie prawdziwe.

(] Obwéd kota jest w przyblizeniu réwny 8,16.
(] Pole kwadratu, ktérego jednym z bokdw jest cieciwa, jest wieksze od 5,5.

(] Dtugosé cieciwy jest réowna 1,27 .

Cwiczenie 27

Na troéjkacie réwnobocznym o boku dtugosci V3 opisano okrag i w ten tréjkat wpisano okrag .
Wykaz, ze pole pierscienia kotowego wyznaczonego przez te okregi jest rowne %7‘(’.

Cwiczenie 28

72

T

Pole kota opisanego na tréjkacie prostokatnym rownoramiennym jest rowne
Oblicz obwéd tego trojkata.



Wycinek kota. Odcinek kota

Wycinek kota

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Definicja: Wycinek kota

Wycinkiem kota (wycinkiem kotowym) nazywamy czesS¢ tego kota ograniczong tukiem
i ramionami kata srodkowego.

wycinek kotfa wycinek kota

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

Kat srodkowy a wyznacza w kole dwa wycinki kotowe.
Przyktad 1

W kole o promieniu 10 wyznaczony jest wycinek kola przez kat srodkowy o mierze 60°.

Obliczymy pole tego wycinka.

Kat o mierze 60° stanowi 366—0000 = % kata petnego. Pole wycinka kota wyznaczonego

przez ten kat jest taka samg czescig pola catego kota. Stanowi wiec % pola calego kota.

P:%Wr’2
P=+. 710
P=167

Pole wycinka kota jest rowne 16%%.
Przyktad 2

Kat srodkowy w okregu o promieniu 6 ma miare 72°. Oblicz dtugos¢ tuku wyznaczonego
przez ten kat.



https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

720
3600

jest wiec rowna % dlugosci okregu.

Obliczamy, ze kat 72° stanowi = % czesS¢ kata pelnego. Szukana dtugos¢ tuku Ly

Ly = + - 2mr
LW == 2,47‘(’

Dtugos¢ tuku wyznaczonego przez wycinek kota jest rowna 2,4.

Zauwazmy, ze wycinek kola stanowi takg samg czes$¢ kola, jakg czescig kata petnego jest
kat srodkowy wyznaczajacy ten wycinek. Podobnie - dtugos¢ tuku wyznaczonego przez
ten wycinek jest takg samg czes$cia dtugosci okregu, jaka czescia kata pelnego jest kat
srodkowy wyznaczajacy ten wycinek.

Wazne!

Pole Py wycinka kota wyznaczonego w kole o promieniu r przez kat srodkowy o mierze
a jest rowne

2

Py = - Tr

a
3600
Wazne!

Dtugos¢ tuku Lw wyznaczonego na okregu o promieniu 7 przez kat Srodkowy o mierze
a jest rowna

o

Przyktad 3

Kat srodkowy w kole o promieniu 18 cm ma miar¢ 240°. Oblicz dlugo$¢ tuku
wyznaczonego przez ten kat. Wynik zaokraglij do czeSci dziesigtych.
Korzystamy ze wzoru na dtugo$c tuku wyznaczonego przez wycinek kola. Do wzoru

podstawiamy
a = 240°
r = 18 cm
Ly = 55w - 2mr



Ly = 29 .27.18

Lw = 24n
Lyw ~ 75,4 cm

Dtugos¢ tuku wyznaczonego przez ten wycinek wynosi okoto 75,4 cm.
Przyktad 4

W kole o promieniu 27 dm kat Srodkowy ma miare 160°. Oblicz pole wycinka kota
wyznaczonego przez ten kat.

Korzystamy ze wzoru na pole wycinka kota. Do wzoru podstawiamy o = 160° i

r = 27 dm.

2
Pw = g0 - 77

Py = 100 . . 272

Py ~ 1017,36 dm?

Pole wycinka kota jest rowne okoto 1017,36 dm?.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DaCAcOnS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Cwiczenie 1

Podziel koto na réwne czesci, przypominajace Yin - Yang. Korzystajac z suwaka, zmieniaj liczbe
tych czesci.

Wykaz, ze w kazdym przypadku otrzymane czesci majg réwne pola.

Odcinek kota

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Definicja: Odcinek kota

Odcinkiem kota (odcinkiem kotowym) nazywamy cze$¢ kota odcietg przez cieciwe wraz
Z tg cieciwg.

odcinek kotfa pétkole

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kazda cieciwa wyznacza dwa odcinki kota. Srednica dzieli koto na dwa potkola.
Wazne!

Cieciwa ograniczajaca odcinek kota wyznacza kat srodkowy a.. Ramiona tego kata

ograniczajg tuk okregu.
N



https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

Pole odcinka kotla jest r6znica pola wycinka kota wyznaczonego przez kat a i pola
trojkata, ktoérego bokami sg promienie okregu i cieciwa.

Przyktad 5

Odcinek kola wyznaczony jest przez kat érodkowy o mierze 120° i cieciwe diugosci 84/3
. Oblicz pole odcinka.

43 B

2
o>

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku. Wtedy trojkat ABD jest trojkatem
prostokatnym, w ktorym kat DAB ma miare 60° (jako potowa kata 120°). Naprzeciw kata
o mierze 60° lezy przyprostokatna dlugosci 44/3 (jako potowa cieciwy). Korzystajac

z wlasnosci trojkata prostokgtnego o katach 90°,60°,30°, stwierdzamy, ze |AD| = 4 i
|AB| = 8.

Obliczamy pole wycinka kota o promieniu » = |[AB| = 8 wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 120°.

_120° 2
— 3600 ‘-8

Obliczamy pole trojkata ABC.
PA = % -|BC| - |AD|
Py = % .83 -4
Py =16+/3
Pole odcinka kota jest rowne réznicy pola wycinka i pola trojkata ABC.
P =Py — P,y

P=%7_-16v3



Pole odcinka kota jest rowne 21 %w — 164/3.
Cwiczenie 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Nazwijmy niebieska figure na rysunku ,figurg sercowy”.

Zastanow sie, w jaki sposob powstata ta figura.

Sprawdz, ze pole figury sercowej jest réwne 7r.


https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Cwiczenie 3

Dtugosé boku kwadratu jest réwna a.
Na bokach kwadratu rysujemy ksiezyce Hipokratesa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Figure utworzong z tych ksiezycéw nazwiemy lunulg (Luna po tacinie to Ksiezyc).
Oblicz pole kwadratu.

Oblicz pole jednej z czesci lunuli. Oblicz pole lunuli.

Poréwnaj to pole z polem kwadratu. Co zauwazasz?


https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Cwiczenie 4

Lunula tréjkatna powstaje na bazie tréjkata prostokatnego réwnoramiennego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyjrzyj sie, jak powstaje lunula trojkatna i wykonaj podobna konstrukcje.



https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a. Oblicz pole potowy kwadratu (czyli pole tréjkata prostokatnego réwnoramiennego).

b. Oblicz pole lunuli.

c. Poréwnaj te pola. Co zauwazasz?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DaCAcOnS

Cwiczenie 5

Koto o $rodku w punkcie S i promieniu rownym 6 podzielono na jednakowe czesci. Nastepnie

zamalowano na zielono niektoére z czesci - jak na rysunku. Oblicz pole zaznaczonych na zielono
czesci tego kota.

a) b) c) d)
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6

Koto o $rodku w punkcie S ma promien rowny 4. Oblicz pole pomalowanego na zielono
wycinka tego kota.

a) b) c) d)
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7
Oblicz pole kota, wiedzac, ze

a. wycinek tego kota wyznaczony przez kat srodkowy o mierze 120° ma pole réwne 37

b. wycinek tego kota wyznaczony przez kat srodkowy o mierze 72° ma pole rowne 7



Cwiczenie 8

W okregu o promieniu 12 cm zaznaczono tuk wyznaczony przez kat srodkowy o mierze a.
Wyznacz dtugosé tego tuku, jezeli

a.a=40°
b.a = 20"
c.a = 240"
d.a = 100"
Cwiczenie 9

Kwiatek sktada sie z czterech jednakowych ptatkéw i srodka w ksztatcie kota. Ptatek ma
ksztatt wycinka kota wyznaczonego przez kat srodkowy o mierze 45° w kole o promieniu 9.
Srodkowe koto ma promier réwny 9. Oblicz pole powierzchni kwiatka. Wynik podaj

z doktadnoscia do 0,1.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Woycinki jednakowe o kacie miedzy ramionami 450.



Cwiczenie 10

Ktére z linii maja te sama dtugosc?

I 17 117 %4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
O TilV
(O Il
O IiIV

O Iill

Cwiczenie 11

Oblicz dtugos$¢ tuku w okregu o promieniu 4 cm, wyznaczonego przez kat sSrodkowy a.

A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

W kole o $rodku w punkcie S i promieniu 7,25 poprowadzono cieciwy AB i CB. Cieciwa AB
ma dtugosc¢ 10,5.

Oblicz sume pdl odcinkéw kota wyznaczonych przez te cieciwy. Wynik podaj z doktadnoscia
do dwéch miejsc po przecinku.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Kat $rodkowy w kole ma miare 144 °. Dtugo$¢ tuku wyznaczonego przez ten kat jest rowna
1,27. Zaznacz kazde zdanie prawdziwe.

Pole tego wycinka jest réwne 0,97

Srednica tego kota jest réwna 3.

Dtugo$¢ okregu ograniczajacego to koto jest réwna 3.

O o 0o d

Pole kota jest réwne 97 .



Cwiczenie 14

Wykaz, ze pole zaznaczonej na zielono lunuli jest réwne polu trojkata ABC.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 15

Jaki promien ma koto, w ktérym wycinkowi o polu 67 odpowiada kat o mierze 60°?

Cwiczenie 16

Jaki promien ma okrag, w ktorym kat srodkowy o mierze 12° jest oparty na tuku o dtugosci 27
;

Cwiczenie 17

Narysuj koto o promieniu 6. Zamaluj czes¢ tego kota o polu 307.

Cwiczenie 18

Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego w kole o promieniu 5 przez cieciwe taczaca
konce dwdch prostopadtych do siebie promieni.



Cwiczenie 19
Narysuj dowolny okrag. Na okregu zamaluj tfuk stanowiacy:
a. % dtugosci okregu
b. % dtugosci okregu
C. % dtugosci okregu
Cwiczenie 20
Uzupetnij zdania.
a. Srednica kota wyznacza dwa ... odcinki kotowe.
b. Kat srodkowy oo wyznacza w kole ... wycinki kotowe.
Cwiczenie 21
Udowodnij, ze $Srednica dzieli koto na dwa przystajgce odcinki kotowe.
Cwiczenie 22

Kat srodkowy oparty na tuku stanowigcym % dtugosci okregu ma miare

O 120°
O 90°
O 60°

O 45°



Cwiczenie 23

W kole zaznaczono dwa wycinki kotowe o réwnych polach. Wykaz, ze wycinki te wyznaczone
sg przez katy srodkowe o jednakowych miarach.



Figury podobne

Figury podobne

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Figury, ktore maja ten sam ksztalt, ale ktore mogg mie¢ inng wielko$¢, nazywamy
podobnymi.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figura F jest podobna do figury G. Symbolicznie zapisujemy

F-G


https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Skala podobienstwa

Przedmiot jest 2 razy wiekszy. D -
5 rzedmiot jest 4 razy wigkszy.

v F;

Skala 2 : 1 Skala 4 : 1

Przedmiot jest
4 2 razy mniejszy.

»

Przedmiot jest
f 4 razy mniejszy.

Skala1:2

Skala1: 4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt
https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Cwiczenie 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt
https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

54%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pierwsza z fotografii zmniejszono. Wymiary drugiej fotografii stanowig 75 % odpowiednich
wymiaréw pierwszej fotografii.

Wymiary trzeciej fotografii stanowig 54 % odpowiednich wymiaréw pierwszej fotografii.
Zatem druga z fotografii jest obrazem pierwszejw skali 75 : 100, a trzecia jest obrazem
pierwszejw skali 54 : 100.

Prostokaty, w ksztalcie ktorych sa fotografie, to figury podobne. Powiemy, ze drugi jest
podobny do pierwszego w skali %, a trzeci do pierwszego w skali %.

Wazne!

Skala podobienstwa nazywamy liczbe k (k > 0), wyrazajaca stosunek odpowiadajacych
sobie odcinkow w figurach podobnych.

Przyktad 1

Figure F przedstawiono w skali 1,2 : 1, otrzymujac figure G.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figury F'i G to figury podobne. Figura F' jest podobna do figury G w skali k = % . Figura
G jest podobna do figury F w skali s = 12

10
Wazne!

Niech figury F'i G beda podobne w skali k.
Jesli A, B sg punktami figury F', a punkty A;, By s3 odpowiadajacymi im punktami figury
G,to |A1By| = k- |AB|.




Cwiczenie 3

Okresl skale podobienstwa figur.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Okrag 01 jest podobny do okregu 02 w skali k = % Srednica okregu O; jest rowna 15.
Oblicz pole kota, ktorego promien jest rowny promieniowi okregu 0.

Oznaczmy

d; - $rednica okregu 0q

ds - $rednica okregu 0,

Okrag 0; jest podobny do okregu 0w skali k = % Zapisujemy wynikajacg stad proporcje
i wyznaczamy Srednice drugiego z okregow.

4 _
ds
5 _ 3
dy 4
3d2 = 60


https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Srednica okregu 0, jest rowna 20, zatem promien tego okregu wynosi 10.
Obliczamy pole kota o promieniu 10.

P=7-102 = 1007

Pole kota jest rowne 1007.
Wazne!

Kazde dwie figury przystajace sg podobne. Ich skala podobienstwa wynosi 1.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Ogrodzenie zbudowane jest z elementow, z ktorych kazdy podobny jest do sgsiedniego
w skali 1.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W sktad porcelanowego serwisu do kawy wchodzi 6 filizanek, podobnych jedna do
drugiejw skali 1.




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 4

Przyktady figur podobnych
W zyciu codziennym czesto spotykamy sie z obiektami, ktore przypominaja figury
podobne.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Wazne!
Figury geometryczne podobne to na przyktad:

e dwa dowolne odcinki,
» dwa dowolne okregi,
o dwa dowolne kwadraty.


https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

a) b) c)

— o)

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wazne!

Kazde dwa odcinki sa podobne. Kazde dwa okregi sg podobne. Kazde dwa kwadraty sa

podobne.
@ 09

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kazde dwie kule s3 podobne.
Kazde dwa szeSciany sa podobne.
Przyktad 5

Na planie wykonanym w skali 1 : 50 dywan lezacy w pokoju Wieska jest przedstawiony
jako kwadrat o przekatnej dtugosci 8 cm. W rzeczywistosci dywan lezy posrodku pokoju
i jest oddalony od kazdej ze Scian o0 0,75 m. Oblicz pole powierzchni podtogi pokoju
Wieska.

Kwadrat, w ksztalcie ktorego jest dywan lezacy w pokoju Wieska, jest podobny w skali

k = 50 do kwadratu przedstawiajgcego go na planie.

Obliczmy rzeczywistg dlugo$¢ d przekatnejdywanu.

d _
5 =950
d=400cm = 4m

Korzystamy ze wzoru na dlugos¢ przekatnej kwadratu i obliczamy dtugos$¢ a boku
kwadratu.



Teraz mozemy obliczy¢ dlugos$¢ = boku kwadratu, w ksztalcie ktorego jest podtoga.
z=15+2V2
x = (1,5 + 2\/5) m
Obliczamy pole P powierzchni podlogi - jako pole kwadratu.

P=(15+2v2)(15+2v2)

P=225+3vV2+3vV2+8
P =10,25 + 62

P ~ 18,74m?

Pole powierzchni podtogi pokoju Wieska jest rowne okoto 18,74m?.

Otrzymywanie figur podobnych

Pokazemy na przyktadach, jak mozna skonstruowac figure podobng do dane;j.
Przyktad 6

Skonstruujemy odcinek CD podobny do danego odcinka AB w skali £ = 3.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 4

Narysuj dowolny czworokat.
Zaproponuj sposéb konstrukcji figury podobnej w skali £ = 0,5 do tego czworokata.

Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

[ ] Kazde dwa prostopadte odcinki s3 podobne.

(] Prostajest podobna do odcinka, ktéry jest do niej réownolegty.

(] Kazde dwa okregi o rownych obwodach s3 podobne.

(] Kazde dwa katy sa podobne.

(] Okrag o promieniu r jest podobny do kota o promieniu 2.

Cwiczenie 6

Dwa odcinki podobne sg w skali 4 : 5. Krétszy odcinek ma dtugos¢ 7 cm. Suma dtugosci tych
dwéch odcinkéw jest réwna

() 39 cm

() 14,75 cm

() 15,75 cm

() 9 cm


https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Cwiczenie 7

W skali 1 : 2 podobny jest odcinek AB do odcinka CD, gdy

O |AB|=1,|CD| =2
O |AB|=+2,|CD| =32
O |AB|=+/3,|CD| =6

O |AB| =+/2,|CD| =8

Cwiczenie 8

Obwdd okregu O1 jest rowny 67. Promien okregu O» jest réowny 4. Okrag O; jest podobny do
okregu Oz w skali

O 3:4
() 6 :4
() 3m:4

(O 3:2



Cwiczenie 9
Koto K o promieniu r jest podobne do kota W o promieniu w.
Uzupetnij tabelke.
Tabela. Dane
L. iy X i Pole
Skala Dtugos¢ Dtugos¢ Obwdd Obwadd Kota
podobienstwa | promieniar promieniaw | kota K kota W K
5 9
0,2 10
161 21
Tt

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Pole
kota

25m


https://zpe.gov.pl/a/D3vRJo8Bt

Cwiczenie 10

Narysuj dowolny odcinek.
Znajdz konstrukcyjnie odcinek

a. dwa razy dtuzszy

b. cztery razy krétszy

c. trzy razy dtuzszy

Cwiczenie 11

Narysuj trzy rozne odcinki i oznacz ich dtugosci literami a, b i c¢. Skonstruuj odcinek takiej
dtugosci y, aby spetniona byta réwnos¢

a _ €
a.F—y
Yy _ ¢
b. = =+
__ab
Cy_T

Cwiczenie 12

Udowodnij, ze kazda figura osiowosymetryczna sktada sie z dwoéch figur podobnych.

Cwiczenie 13

Udowodnij, ze dwusieczna kata dzieli ten kat na dwa katy podobne.



Cwiczenie 14

Figura F} jest podobna do figury F5 w skali k. Figura F3 jest podobna do figury F3 w skali m.
Czy figury F i F5 s podobne? Jesli tak to, w jakiej skali? Jesli nie, podaj przyktad.

Cwiczenie 15

Figura Fj jest podobna do figury F» w skali k. Figura F5 jest przystajaca do figury F3. Czy
figury Fi i F3 sg podobne? Jesli tak, to w jakiej skali? Jesli nie, podaj przyktad.

Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kazde dwa wycinki danego kota sa podobne.

(] Figura F’ bedaca obrazem figury F' w symetrii srodkowej jest podobna do figury F.

(] Kazde dwie figury podobne s3 przystajace.

(] Figura F’ bedaca obrazem figury F' w symetrii osiowej jest podobna do figury F..

Cwiczenie 17

Zaznacz kazde zdanie prawdziwe.
Koto K> jest podobne do kota K7 w skali £k = 3. Wycinkowi kola K7 o polu 67 odpowiada kat
$Srodkowy o mierze 60°.

(] Obwéd kota Kj jest rowny 36.

[ ] Polekota K, jest o 2887 wieksze od pola kota K.

(] Promien kota K jest rowny 6.



Cwiczenie 18

Uzupetnij zdania.

Okrag Os jest podobny do okregu O; w skali % W okregu O kat srodkowy o mierze 12° jest
oparty natuku dtugosci 2.

Dtugos¢ okregu O; jest rowna ..., zatem promien tego okregu jest rowny ...

Poniewaz promien okregu O, jest rowny ..., to kat srodkowy w tym okregu oparty na tuku
dtugosci ... ma miare 45°.

Cwiczenie 19

Koto K jest podobne do kota K; w skali £ = 4. Promien kota K jest rowny 5.
Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego przez cieciwe taczaca konce dwaéch
prostopadtych do siebie promieni kota K.

Cwiczenie 20

Uzupetnij zdania.
a. Jesli figura F} jest podobna do figury F5 w skali k, to F5 jest podobna do F; w skali ...
b. Jesli koto K jest podobne do kota M w skali ..., to promienie tych két sg rowne.

c. Przekatna dzieli kwadrat na dwa trojkaty podobne w skali ...



Wielokaty podobne

Podobienstwo wielokatow

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Rysunki przedstawiajg wielokaty. W kazdej parze oba wielokgty majg te sama liczbe
bokow.
Okresl, ktore z rysunkow nie przedstawiaja wielokatow podobnych i dlaczego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/DbZE5AxGE

Jesli dwa wielokaty o tej samejliczbie bokow wyraznie roznig si¢ ksztattem, od razu
mozemy powiedziec¢, ze nie s podobne. W przeciwnym wypadku, trudno od razu

stwierdzi¢ lub wykluczy¢ ich podobienstwo.
Przyktad 2

Zaobserwuj, jakie cechy wspolne majg wielokaty podobne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbZE5AXGE
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Odpowiedz: Wielokaty podobne majg odpowiednie katy rowne.
Przyktad 3

Czworokaty na rysunku sa podobne.

D 2 C
4 H
2
; 2.5 G
A 1
E 3 F
5
B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Najdtuzszy bok czworokata ABCD to BC, a najkrétszy to DC. Najdluzszy bok wielokata
AFGH to EF, a najkrotszy to FG.

Obliczmy w obu wielokatach stosunek boku najdtuzszego do najkrotszego.

_ 6 _
ol — 2 = 9

|EF| 3
-1

I
w

Zauwazmy, ze stosunki te sg rowne. Obliczmy jeszcze odpowiadajgce sobie stosunki
pozostatych bokow.
IAB| _ 5

m—4:1,25


https://zpe.gov.pl/a/DbZE5AxGE

o =3 =125
W kazdym przypadku stosunek dwoch bokow w jednym wielokgcie jest rowny
stosunkowi odpowiednich bokow w drugim wielokacie.
Zauwazmy, ze wielokat EF GH jest obrazem wielokata ABCD w skali 1 : 2, zatem miary
odpowiednich katow tych wielokatow sg rowne.
Wazne!

W wielokatach podobnych odpowiednie boki sg proporcjonalne. Odpowiednie katy w
tych wielokatach sg rowne.

|

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 4

Trzy katy czworokata F sa rowne: 20°, 80°, 120°. Trzy katy czworokata W sa réwne:
120", 807, 130°.

Wykaz, ze czworokaty te nie s podobne.

Korzystajac z tego, ze suma katéw czworokata jest réwna 360°, obliczymy miare
czwartego z katow w czworokacie F'i miare czwartego kata w czworokgcie W.

360° — (20° +80° +120°) = 140°
360° — (120° +80° + 130°) = 30°

Katy czworokata F' sg wiec rowne: 20°, 807, 120°, 1407, a katy czworokgta W:
120°, 807, 130°, 30°.

Czworokaty maja dwa katy o réznych miarach, nie sg wiec wielokatami podobnymi.
Przyktad 5

Trapez prostokgtny ABCD jest podobny do trapezu EF GH. Podstawy trapezu ABCD
majg dlugosci 20 cm i 29 cm. Wysokos$¢ tego trapezu jest rowna 40 cm. Wysoko$¢
trapezu EFGH jest réwna 25 cm. Oblicz obwéd trapezu EFGH.



40 cm

I I
A M 9cm B
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aby obliczy¢ obwdd trapezu EFGH, trzeba zna¢ dlugosci jego wszystkich bokow.
Obliczmy najpierw dlugo$¢ = ramienia CB trapezu ABCD. Niech CM bedzie
wysokoscia trapezu ABCD poprowadzong z wierzchotka M.

Tréjkat CMB jest prostokatny, mozemy wiec skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa.

2? = 407 + 9?
x2 = 1681

T = +4/1681 = 41
bo
x>0

Wysoko$¢ trapezu ABCD jest rowna 40 cm, a trapezu EFGH jest rowna 25 cm. Zatem
trapez EFGH jest podobny do trapezu ABCD w skali

k=2 — 5

40 — 8

Niech EF, FG, GH, HE beda bokami trapezu EFGH odpowiadajagcymi odpowiednio
bokom AB, BC, CD, DA trapezu ABCD.
Obliczamy dlugosci bokéw trapezu EFGH.

H G

E.\

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



IEF| = k- 29
|EF| = 2 -29 = 18,125
IFG| = k- 41
IFG| = 2 -41 = 25,625
IGH| = k- 20
IGH| =2 -20=125
IHE| = k - 40
HE| = 2 -40 =25
Obliczamy obwod trapezu.
L = 18,125 + 25,625 + 12,5 + 25 = 81,25

Obwod trapezu jest rowny 81,25 cm.
Przyktad 6

Miary katow czworokata W sa rowne miarom katéw wielokata K. Boki wielokgta W maja
dtugosci

5 cm, 15 cm, 6 cmi 10 cm. Boki wielokgta K majg dtugosci 19 cm, 14 cm, 6 cm, 5 cm.
Podobienstwo czworokatow sprawdzimy dwoma sposobami.

e SposOb I

Sprawdzimy, czy stosunki dtugosci bokow w czworokacie W sa rowne stosunkom
odpowiadajacych im dtugosci bokow w wielokgcie K.

Zapiszmy dlugosci bokoéw obu wielokgtow w kolejno$ci rosngcej, uzyskamy w ten sposob
w kolumnach pary odpowiadajgcych sobie bokow .

Tabela. Dane
Wielokat W 5 cm 6 cm 10cm 15 cm
Wielokat K 5 cm 6 cm 14 cm 19cm

Badamy rownos$¢ odpowiednich stosunkow.

6_86
5 5
15 4 19
10 14

10 14
kAl



Nie wszystkie z zapisanych stosunkow s3a rowne, zatem cho¢ miary ich kqtow sa rowne,
wielokaty nie s3 podobne.

e sposob II

Sprawdzamy, czy boki obu czworokatow sg proporcjonalne.

5 _ 6 10 15
3_67é14 19

Boki nie sg proporcjonalne - czworokaty nie sg podobne.

Podobienstwo wielokatéw foremnych

Rysujgc przekatne pigciokgta foremnego, otrzymujemy wielokgt gwiazdzisty, zwany

pentagramem. Pentagram uwazany byt przez pitagorejczykow za symbol doskonatosci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbZE5AXGE
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ciekawostka

Z pentagramu mozna otrzymac gwiazde piecioramienng, ktora wystepuje na flagach
wielu panstw.


https://zpe.gov.pl/a/DbZE5AxGE

W Flaga Maroka Flaga Somalii
-

FIaga Chinskiej W Flaga Wietnamu
Republlkl Ludowej

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zastanowmy sie, czy pieciokat, w ktory jest wpisany pentagram, i pieciokat, na ktorym
zbudowane sg ramiona pentagramu, to wielokaty podobne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbZE5AXGE
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

W kazdym z tych pieciokatéw miara kata wewnetrznego wynosi 108°.

Pieciokaty te majg wiec rowne katy.

Poniewaz wszystkie boki pieciokata foremnego sa rowne, zatem boki wigkszego

z pieciokatow i mniejszego s proporcjonalne.

Stwierdzamy zatem, ze wielokaty te sa podobne.

Zauwazmy, ze w podobny sposdb mozna uzasadni¢ podobienstwo wielokatéw foremnych
o tej samej liczbie bokow.

Wazne!

Kazde dwa wielokaty foremne o tej samejliczbie bokéw sg podobne.
Przyktad 7

Obwod szesciokata foremnego G jest rowny 120 mm. Sze$ciokat K jest podobny do
sze$ciokagta G w skali 1 : 5. Oblicz dlugo$¢ dluzszej przekatnej szesSciokata K.
W sze$ciokacie G wszystkie boki sa réowne. Zatem dtugos¢ jednego boku wynosi



https://zpe.gov.pl/a/DbZE5AxGE

120mm : 6 = 20 mm

Szesciokat K jest podobny do szeSciokata foremnego, jest wiec rowniez szesciokatem
foremnym.
Dtugosc¢ jego boku wynosi

20mm : 5= 4mm

4 mm

4 mm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dtuzsze przekatne sze$ciokgta foremnego przecinajac sie, tworzg trojkaty rownoboczne.
Przekatna zatem jest dwa razy dtuzsza od boku sze$ciokata .

2-4mm = 8 mm

Dluzsza przekatna szeSciokata K ma dlugos¢ 8 mm.

Podobienstwo prostokatow

Wiemy juz, ze dwa wielokaty sg podobne, gdy majg rowne katy i odpowiednie ich boki s
proporcjonalne.

W prostokacie kazdy kat ma miare 90°, wiec dla kazdych dwoch prostokatow zawsze jest
spelniony pierwszy z warunkow podobienstwa.

Zatem do stwierdzenia podobienstwa prostokatow wystarczy zbadanie proporcjonalnosci

ich odpowiednich bokow.
Przyktad 8

Sprawdzimy, czy koperty o standardowych rozmiarach 114 mm na 152 mm, 110 mm na
220 mm i 162 mm na 229 mm sg w ksztalcie prostokatéw podobnych.

C6 114x152 DL 110x220 C5 162x229

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



e SposOb I

Badamy, czy boki odpowiednich prostokgtow sg proporcjonalne.
C6iDL: ﬂg = 1,03636. .., ;gg = 0,69090. . ., ﬂé %gg prostokaty nie sg podobne

C6iCb: }ég‘ = 0,7037...~ 0,7, ;gg = 0,7074..~ 0,7, }é;" R~ ;gg mozna przyjac, ze
prostokaty sa podobne

DLi C5: iég 0,6790. . ggg = 0,9606. . % ggg prostokaty nie sa podobne

e sposob II

Obliczymy w kazdym z prostokatow, odpowiadajacych kopertom, stosunek szerokosci do
dtugosci.

C6: 11 =0,7037...~ 0,7

110
DL.;—;O_O,5

C5: 182 — 0,7074....~ 0,7

Na podstawie przeprowadzonych obliczen mozemy przyjac, ze jedynie koperty
o symbolach C6 i C5 sg w ksztalcie prostokatow podobnych.
Przyktad 9

Wykaz, ze jezeli dwa prostokaty sg podobne w skali k, to stosunek ich obwodow jest
rowny k.

Rozwazmy prostokat ABCD o bokach dtugosci a i b oraz prostokagt EFGH podobny do
niego w skali k.

Wowczas prostokat EF GH ma boki dlugosci ka i kb.

D &
@ @
H G
a
ka
@ . ]
A b B FE kb F

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Obliczamy obwody prostokgtow.
Lagcp = 2(a + b)
Lgrcu = 2(ka + kb) = 2k(a + b)

Obliczamy stosunek obwodéw prostokagtow EFGH i ABCD.



Lgpen _ 2k(atd) k
Lagcp 2(a+b)

Stosunek obwodow prostokatow jest rowny skali podobienstwa k, co nalezato wykazac.
Ciekawostka

Narysujmy prostokat o bokach a, b. Do dluzszego boku dobudujmy kwadrat.
Lrijsunek prostokata o bokach a i b. Obok prostokat o bokach a i b zdobudowanym do
dtuzszego boku kwadratem o boku b. Powstat prostokat o bokach a + b, b.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Powstatl w ten sposob prostokat o bokach a + b, b.
Jezeli dla bokow tego prostokata spetniony jest warunek

to taki prostokat nazywamy zlotym prostokatem.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbZE5AXGE
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ztoty prostokat wykorzystywany byt czesto w architekturze antycznej, romanskiej oraz
sztuce renesansu i klasycyzmu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Cwiczenie 1

Pieciokat W o bokach dtugosci 2, 6, 10,16, 20 jest podobny do wielokata F'w skali k = %
Uzupetnij zdania.

a. Najdtuzszy bok wielokata F' jest dtuzszy od boku najkrétszegoo ... cm.
b. Wielokat F' ' ma ... bokdw.

c. Wielokat . . . ma obwdd wiekszy od obwodu wielokata . . .

d. Obwdd wielokata F'jest rowny ... cm.

Cwiczenie 2

Czworokaty Z i W sg podobne. Trzy katy czworokata Z sg rowne 50°, 110°, 160°. Katy
czworokata W sg zatem rowne

40°,50°,110°, 160°

30°,50°,110°, 160°

o O O

50°,80°,110°, 160°
() 40°,50°,110°, 120°
Cwiczenie 3

W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawy maja dtugosci 10 dm i 20 dm. Obwéd
trapezu jest rowny 56 dm. Trapez ABCD zmniejszono, otrzymujac trapez EF GH o wysokosci
10 dm. Jaka jest skala podobienstwa trapezu EFGH do trapezu ABCD?




Cwiczenie 4

Okresl wspotrzedne wierzchotkéw wielokata podobnego w skali 1 do wielokata ABCD, gdy

A=(0,0)
B=(-32)
C= (576)
D = (8,0)
Cwiczenie 5

Przekatne rombu E sg rowne 30 i 16. Romb M jest podobny do rombu E w skali 1 : 34.
Obwéd rombu M jest réwny

O 2

O 8

O 4

O 68

Cwiczenie 6

Kat wielokata foremnego Z ma miare 135°. Obwdd wielokata jest rowny 20. Dtugo$¢ boku
wielokata podobnego w skali 3 do wielokata Z jest réwna

O 15

O 12

O 75

O 55



Cwiczenie 7

Do stwierdzenia podobienistwa prostokatéow wystarcza réwnosc ich

obwodéw

stosunkéw prostopadtych bokow

o O O

katéw

() przekatnych

Cwiczenie 8

Prostokaty podobne to prostokaty o wymiarach

() 10cmna6cmil2cmna22cm

() 5cmnal0cmi6cmna8cm

() 4cmnal0cmi6cmnadcm

() 5ecmna20cmi6cmil,5cm

Cwiczenie 9

Prostokat A jest podobny do prostokata B w skali 1 : 4. Dtugo$¢ dtuzszego boku A jest
réwna 7. Oblicz dtugos$¢ dtuzszego boku prostokata B.

Cwiczenie 10

Prostokaty M i G s3 podobne. Obwdd prostokata M jest rowny 27 cm. Dtugo$é prostokata
G jest rowna 5 cm, a szeroko$¢ 4 cm. Oblicz skale podobienstwa prostokata M do prostokata

G.



Cwiczenie 11

Prostokatng fotografie o wymiarach 12 cm na 18 cm powiekszono tak, ze jej szerokos¢ jest
rowna 21 cm. W jakiej skali powiekszono fotografie?

Cwiczenie 12

W prostokacie F' przekatne przecinaja sie pod katem ostrym o mierze 40°. Prostokat F jest
podobny do prostokata F'. Jaki kat tworzy przekatna prostokata E z dtuzszym bokiem?

Cwiczenie 13

Wskaz pary prostokatéw podobnych.

a) b) c)

M E

M ) A L

E D

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O C

O B

O A



Cwiczenie 14
Wykaz, ze podobne s3 prostokaty, w ktorych

a. Katy, pod jakimi przecinaja sie ich przekatne, maja rowne miary

b. odpowiadajace sobie katy pomiedzy przekatnymi a bokami majg rowne miary.
Cwiczenie 15

Dtugosci bokow prostokata ABCD sg réwne a i b.
Oblicz obwéd prostokata EF GH podobnego do prostokata ABCD w skali k, gdy

ak=2,a=2b=10
b.k=2, a:b=3,a=>5
c.kzl%,a—kb:S

Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
Prostokaty K i M sa podobne w skali 0,2.

[ ] Szerokosc¢ prostokata K jest réwna 2%, a szerokos$¢ prostokata M wynosi 13,75.

Jesli réznica dtugosci bokéw prostokata K jest réwna 16, to réznica dtugosci
bokéw prostokata M jest réwna 3,2.

O

(] Jedli obwod prostokata M jest rowny 0,5, to obwéd prostokata K jest réwny 0,1.

Cwiczenie 17

Sprawdz, czy romby o przekatnych dtugosci 9 dmi4 dm oraz5 dm i 11,25 dm s3 podobne.



Cwiczenie 18

Prostokat ABCD ma boki o dtugos$ciach 1 dm oraz 2 dm.
Oblicz wymiary prostokata A’B’C’D’ podobnego do prostokata ABCD w skali 5.

Cwiczenie 19

Prostokat ABCD ma boki o dtugosciach 1 dm oraz 2 cm.
Jaki obwéd ma prostokat podobny do prostokata ABCD w skali %?

Cwiczenie 20

W jakiej skali kwadrat o boku dtugosci 10,5 cm jest podobny do kwadratu o boku dtugosci
13,5 cm?

Cwiczenie 21

Prostokaty ABCD i A’B’C’D’ s3 podobne. Prostokat ABCD ma jeden bok dtugosci 5 cm
i przekatna dtugosci 13 cm. Dtuzszy bok prostokata A’B’C’D’ ma dtugos$é¢ 24 cm. Oblicz
obwadd prostokata A’B’C’D’.

Cwiczenie 22

Narysuj czworokat A’B’C’D’ podobny w skali k = 2 do czworokata ABCD o wierzchotkach:
A =(0,0),B=(-3,2),C =(5,6), D=(8,0).

Cwiczenie 23

Narysuj czworokat ABCD o wierzchotkach:
A =(0,0), B=(-3,2), C=(5,6), D= (8,0) oraz czworokat A’B’C’D’ o wierzchotkach:
A=(1,1), B=(-2,3), C=(6,7), D = (9,1). Sprawdz, czy sa one podobne.

Cwiczenie 24

W prostokacie ABCD symetralna jednego z jego bokéw dzieli go na dwa prostokaty podobne
do ABCD. Jaki jest stosunek dtugosci dtuzszego boku prostokata ABCD do jego krétszego
boku?



Cwiczenie 25

Pewien prostokat ma te wtasnos$¢, ze mozna go rozcigé na cztery jednakowe prostokaty
podobne do niego. W jakiej skali prostokat ten jest podobny do kazdego z mniejszych
prostokatow? Jaki jest stosunek dtugosci dtuzszego boku do krétszego w kazdym z tych
prostokatow?

Cwiczenie 26

Pewien prostokat ma te wtasnos¢, ze mozna go rozcigé nan (n > 2 ) jednakowych
prostokatow podobnych do niego. W jakiej skali prostokat ten jest podobny do kazdego

z mniejszych prostokatéw? Jaki jest stosunek dtugosci dtuzszego boku do krétszego w kazdym
z tych prostokatow?

Cwiczenie 27

Potokrag P’ jest podobny do potokregu P w skali 2. W pétokrag P wpisano trapez ABCD

o podstawach |[AB| = 10, | CD | = 6. Podstawa AB jest $rednica pétokregu P. W pétokrag
P’ wpisano trapez o podstawach A’B’ i C’D’. Podstawa A’B’ jest $rednica pétokregu P’,
atrapez A’B’C’D’ jest podobny do trapezu ABCD w skali 2. Oblicz pole trapezu A’B’C’D’.



Tréjkaty prostokatne podobne

Podobienstwo trojkatow prostokatnych

Tales w swoich obliczeniach wykorzystal wiasnosci trojkatow prostokatnych podobnych.
Zauwazmy, ze jezeli jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego ma miare réwng jednemu
z katow ostrych drugiego trojkata prostokatnego, to miary wszystkich katow w tych
trojkatach sa rowne.

Mozna tez wykazac, ze jezeli miary wszystkich katow w dwoch trojkatach prostokatnych sg
rowne, to odpowiednie boki tych trojkatow sg proporcjonalne.

Zatem, aby okresli¢ podobienstwo trojkatow prostokatnych, wystarczy stwierdzic, ze
trojkaty te maja rowny jeden z katoéw ostrych badz stosunek dwoch ich odpowiednich
bokow jest rowny (z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze znajgc dtugosci dwoch bokow
trojkata prostokatnego, mozna obliczy¢ dtugos¢ trzeciego boku).

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1guiH66W

Animacja pokazuje trzy roznych wymiarow zdjecia zaglowki, na ktorych narysowano
trojkaty prostokatne o katach 90 stopni i alfa. W pierwszym trojkgcie brakujgcy kat beta
rowny 90 stopni minus alfa. W drugim tréjkgcie kat beta prim rowny 90 stopni minus alfa
rowny beta. W trzecim trojkacie kat beta bis rowny 90 stopni minus alfa rowny beta, wiec

trojkaty sa podobne.
Wazne!
c
F
| i B m )
A D

ABC ~ DEF

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dwa trojkaty prostokatne sg podobne, gdy stosunek dwoch ich odpowiednich bokow jest
rowny.



https://zpe.gov.pl/a/D1guiH66W

|MR|  |TP

MU} [T

M U T Y
MUR ~ TYP

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Przyprostokatne tréjkata prostokagtnego ABC sa réwne 36 i 77. Przeciwprostokatna
w trojkacie EF G jest rowna 17, a jedna z przyprostokatnych 7,2. Sprawdz, czy trojkaty te
s podobne.

<
7 c
F
dk7
A 36 B D& *E

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy dtugos¢ przyprostokatnej F'D trojkata DEF, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa.

a2 +(7,2)> =172
d? = 289 — 51,84
d? = 237,16
d=15,4
bo

d>0



Znajdujemy stosunek dtuzszych przyprostokatnych trojkatow ABC i DEF, a nastepnie
krotszych.

T
154 — 5
36

72 =0

Znalezione stosunki sg rowne, zatem trojkaty sa podobne. Skala podobienstwa jest rowna
5.

Przyktad 2

W trojkacie prostokgtnym EW A podobnym do trojkata BUT katy pozostaja w stosunku
1:2:3.

Przeciwprostokgtna trojkgta BUT ma dlugos¢ 6 cm. Oblicz pole trojkata BUT.
Obliczamy miary katow ostrych trojkata EWA.

T+ 2z + 3z = 180°

gdzie
x>0
6z = 180
x =30°
2¢ = 60°

Katy ostre trojkata EW A maja miary 30° i 60°.
Z podobienstwa trojkatow wynika, ze miary katow trojkagta BUT sg rowne miarom katow
trojkata EWA.

u

B fo

B t U
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy u, t - dlugosci przyprostokatnych trojkgta BUT. Z wiasnosci trojkata
prostokatnego o katach 30° i 60° wynika, ze t = 3 cm, u = 3v/3 cm.



Mozemy wigc obliczy¢ pole trojkata BUT.
P=1-3-3/3=45V3

Pole trojkgta BUT jest rowne 4,5v/3 cm?

Zastosowanie podobienstwa trojkatow
prostokatnych

Przyktad 3

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku w punkcie D. Kat ACB ma miare 45°.
Trojkat EFG jest podobny do tréjkata ABD w skali 5 : 1. Najdtuzszy bok trojkata EF G ma
dtugos¢ 80. Oblicz dlugo$¢ okregu o srodku w punkcie D i promieniu DA.

Trojkat ABC jest wpisany w okrag, zatem punkty A, B, Clezg na okregu.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kat ADB jest katem $rodkowym opartym na tym samym tuku co kat ACB. Ma zatem
miare dwa razy od niego wiekszg .

|<ADB| =2 |<<ACB|
|<ADB| =2-45° = 90°

Kat ADB jest prosty, wiec trojkat ADB jest prostokatny.

Poniewaz |AD| = |BD|, zatem trojkat ADB jest rownoramienny.

Trojkat EFG jest podobny do tréjkata ADB, jest wiec tez trojkgtem prostokatnym
rownoramiennym. Najdtuzszy jego bok to przeciwprostokatna. Z podobienstwa trojkatow
wynika, ze przeciwprostokatna trojkata ADB jest pieciokrotnie krotsza od
przeciwprostokatnej trojkata EFG.




|AB| =80:5=16
Odcinek DA to przyprostokatna trojkata ABD. Obliczamy dlugo$¢ tego odcinka.
|AB| = |DA|- V2
DA|= 1% =8v2
Obliczamy dtugos¢ okregu.
L=2-7-8/2=16mV2
Dhugos¢ okregu o érodku w punkcie D i promieniu DA jest rowna 167v/2.

Przyktad 4

Na placu Swigtecznym stoi choinka, ktora rzuca cien dtugosci 10 m. W tym samym
czasie stojacy pod drzewem Mikotaj o wzroscie 180 cm rzuca cien dlugosci 1,2 m. Oblicz
wysokos¢ choinki.

Oznaczamy przez  wysokos¢ choinki.

Zapisujemy wzrost Mikotaja w metrach.

180 cm = 1,8m

Korzystajac z podobienstwa trojkatow prostokagtnych ACE i BCD, zapisujemy
odpowiednig proporcije, z ktorej wyznaczamy .

Wysoko$¢ choinki jest rowna 15 m.

Przyktad 5

Aby okresli¢ przyblizong odlegtos¢ statku od brzegu, mozna wykorzystac¢ sposob podany
przez Talesa.

Na brzegu nalezy wbi¢ cztery patyki. Pierwszy w punkcie A - lezacym najblizej statku.
Drugi w punkcie B, znajdujacym si¢ w okreslonej odleglosci od punktu A (np.

w odleglosci 60 krokow). Trzeci w punkcie C, znajdujacym sie w okreslonej odlegtosci od
B (np. 30 krokéw) i lezagcym na prostej AB. Teraz nalezy znalez¢ taki punkt D, lezacy na
prostej prostopadiej do prostej AC, Ze patyki wbite w punkcie B oraz D i statek S
znajduja sie na jednej linii.

Zalézmy, ze odleglo$¢ z punktu C' do punktu D wynosi 90 krokéw. Trojkaty ASB i BCD
s trojkgtami prostokgtnymi podobnymi — miary ich katow sg rowne. Zapisujemy



wynikajaca stad proporcje i wyznaczamy dtugos¢ odcinka AS, czyli odleglos¢ statku od
brzegu.

|[AB| _ |BC
TAS| = D[
60 _ 30
AS] = 90
30|AS| = 60 - 90
|AS| = 180

Przyjmujac, ze dtugos¢ kroku cztowieka wynosi okoto 0,7 m, stwierdzamy, ze odlegtos¢
statku od brzegu wynosi okoto 0,7 m - 180 ~ 126 m.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1guiH66W
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Przyktad 6

W trapezie prostokgtnym ABCD, w ktorym kat ADC jest prosty, przedluzono ramiona
do przecigcia w punkcie E. Podstawy trapezu ABCD maja dtugosci 4 i 6. Wysokos¢
trapezu jest rowna 10. Oblicz dtugos$¢ odcinka BE.

10

A= B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trojkat CDE otrzymany po przediuzeniu ramion AD i BC trapezu, jest trojkatem
prostokagtnym. Odcinki AB i CD s3 réwnolegle, zatem katy tréjkata CDE s3 rowne katom
trojkata prostokatnego AEB. Troéjkaty te s podobne, zatem stosunki ich odpowiednich
bokow sg réwne.

Korzystajac z tego, obliczymy dlugos¢ « boku ED tréjkgta CDE.

[ED|  |EA]

DC[ — TAB|


https://zpe.gov.pl/a/D1guiH66W

x _ z+10
4 = 6

6x = 4z + 40
2¢ = 40
z =20

Trojkat AEB jest trojkatem prostokatnym o przyprostokatnych diugosci « + 101 6, czyli
30i6.

Odcinek BE jest przeciwprostokatna tego trojkata. Jego dtugos¢ obliczamy, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa.

IBE|” = 30 + 62
IBE|* = 936
IBE| = /936 = 6+/26
Dhlugo$¢ odcinka BE jest rowna 64/26.
Przyktad 7

W trojkacie prostokgtnym ABC poprowadzono wysoko$¢ CD z wierzchotka kata
prostego. Punkt D podzielit przeciwprostokgtng AB na odcinki |AD| = z i |[DB| = .
Wykaz, ze |CD|* = xy.

Oznaczmy: «, 5 - miary katow ostrych w trojkacie ABC.

A T D y B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odcinek CD dzieli trojkat ABC na dwa trojkaty prostokatne ADC i CDB.

Katy ostre w tréjkacie ADC majg miary a1 90° — . Katy ostre w tréjkacie CDB maja
miary 8i 90° — .

Poniewaz a4+ =90",wiec 8 =90" —aia =90 — . Zatem trojkaty ADC i CDB
majg rowne katy, sg wiec podobne.



N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapisujemy wynikajacg stad proporcje i wyznaczamy ICD\Z.

|CD| _ |DB|
|AD| — |CD|
ICD| _ _y
x CD|
2 _
|ICD|” = xy

Cwiczenie 1

Tréjkaty prostokatne T' i M sg podobne. Jeden z katéw trojkata T' ma miare 35°. Wynika
Z tego, ze réznica miar katéw ostrych trojkata M jest réwna

O 20°

() 55°

O 15°

O 10°

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy romby o przekatnych dtugosci 9 dmi4 dm oraz5 dm i 11,25 dm s3 podobne.



Cwiczenie 3

Wykaz, ze tréjkaty ABD i BCD s3g podobne.

D C A
®
D
®
A B B C

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4
Wskaz pare wielokatéw podobnych. Uzasadnij, ze s3 one podobne.

a) b) c)

A B C D E M N B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

W tréjkat prostokatny ABC wpisano kwadrat ADEF o boku dtugoéci 4 cm tak, jak na
rysunku.
Oblicz pole tego tréjkata, wiedzac, ze przyprostokatna AC ma dtugos$c¢ 9 cm.

C

A P B
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

W tréjkacie prostokatnym poprowadzono z wierzchotka kata prostego wysokos¢. Wykaz, ze
utworzone w ten sposoéb trojkaty sa podobne.

Cwiczenie 7

W tréjkacie prostokatnym wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego podzielita
przeciwprostokatng na odcinki dtugosci 25 dm i 9 dm. Oblicz pole tréjkata.

Cwiczenie 8

W okrag o promieniu dtugosci 2,5 cm wpisano tréjkat A’B’C’ podobny do tréjkata
prostokatnego ABC o bokach dtugosci 9 cm, 12 cm i 15 cm. Jaki obwdod ma tréjkat A’B’C’?

Cwiczenie 9

W trojkacie prostokatnym ABC stosunek dtugosci przyprostokatnych jest réwny %

Tréjkat A’B’C’ jest podobny do trojkata ABC. Krétsza przyprostokatna tréjkata A’B’C’ ma
dtugos¢

10 cm. Jaka dtugos¢ ma druga przyprostokatna?



Cwiczenie 10

W tréjkacie prostokatnym ABC stosunek dtugosci przyprostokatnych jest réwny %.
W trdjkacie A’B’C’ dtugosci bokdw wynosza 15 cm, 12 cm, 9 cm. Czy ten tréjkat jest
podobny do tréjkata ABC?

Cwiczenie 11

W tréjkacie prostokatnym wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego dzieli
przeciwprostokatng na odcinki dtugosci 5 cm i 10 cm. Oblicz dtugos¢ tej wysokosci.

Cwiczenie 12

Tréjkat prostokatny ABC ma przyprostokatne, dtugosci 4 i 3. Znajdz dtugos$¢ wysokosci
opuszczonej z wierzchotka kata prostego na przeciwprostokatna.

Cwiczenie 13

Tréjkat prostokatny ABC ma przyprostokatne dtugosci 4 i 3. Znajdz dtugosci odcinkéw na
ktére wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatna.

Cwiczenie 14

Udowodnij, ze dtugosé wysokosci tréjkata prostokatnego opuszczonej z wierzchotka kata
prostego jest $rednig geometryczng iloczynu dtugosci odcinkéw, na ktére dzieli ona
przeciwprostokatna.

Cwiczenie 15

Przekatna trapezu prostokatnego podzielita go na dwa tréjkaty prostokatne podobne. Krétsze
ramie trapezu ma dtugosc 6, a krétsza podstawa 8. Oblicz obwéd trapezu.



Cwiczenie 16

W tréjkacie prostokatnym wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego podzielita
przeciwprostokatng dtugosci 30 na dwa odcinki, z ktérych jeden ma dtugos$¢ x. Oblicz pole
trojkata.

Cwiczenie 17

Dwa okregi styczne zewnetrznie zostaty wpisane w kat (kazdy z nich jest styczny do ramion
kata). Odlegtosci srodkow tych okregow od wierzchotka kata wynosza odpowiednio 20 i 30.
Oblicz obwody okregéw.

Cwiczenie 18

Podstawy trapezu maja dtugosci 16 i 12, a wysokos$¢ trapezu ma dtugosc 9,6. Znajdz
odlegtosci punktu przeciecia sie przedtuzen ramion bokéw nieréwnolegtych tego trapezu od
obu podstaw.



Cechy podobienstwa trojkatow

WHtasnosci trojkatow podobnych

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Wiemy juz, ze wielokaty podobne maja ten sam ksztalt. Zatem miary katow trojkatow
podobnych sg rowne, a odpowiednie boki proporcjonalne.

Przyktad 1
F
C
5cm
25em 4 cm 8 cm
A 3
cm
B D
6 cm
E
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/D6QhoxTeI

Trojkaty ABC i DEF sg podobne w skali 1.

AC| _ |AB| _ [BC| _ 1
IDF| — |DE| — |EF| — 2
F
c
A
B D
ABC ~ DEF E

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Tabela. Dane
Wiasnosci trojkatow podobnych
miary odpowiednich katow sg stosunek dlugosci odpowiednich bokow jest
rowne rowny

|<<CAB| = |<FDE|

|[AC|] _ |AB| __ |BC|

|<<ABC| = |<DEF| DF| — |DE| — [EF

|<BCA| = |<EFD|

Wazne!
Jezeli trojkaty sg podobne, to skali podobienstwa jest rowny:

e stosunek ich obwodow

 stosunek ich odpowiednich odcinkow (np. wysokosci, srodkowych)

Cechy podobienstwa tréjkatow

Przyktad 2




7,5
4,5
C 5 ’
3
§5lN25
{ ﬂ { '8
A 2 B D 4 E G 6 H

Popatrz na trojkaty przedstawione na rysunku. Drugi z nich powstat przez powigkszenie
dtugosci kazdego boku trojkgta ABC dwa razy. Trzeci przez powiekszenie dlugosci
kazdego boku tréjkgta ABC trzy razy.

Odpowiadajgce sobie katy majg jednakowe miary, a odpowiadajace sobie boki sg
proporcjonalne. Takie trojkgty nazywamy podobnymi.

Figury podobne to takie, ktore maja jednakowy ksztalt, a mogg si¢ rozni¢ wielkoscia.
Przyktadami figur podobnych sa kopie tego samego obrazka, ktore powigkszamy lub
pomniejszamy.

Zeby stwierdzi¢, czy dwa trojkaty s podobne, korzystamy z cech podobienstwa trojkgtow.
Twierdzenie: Cechy podobienstwa tréjkatéow

» Cecha bok-bok-bok (bbb)

Jezeli kazdy bok tréjkata A’B’C’ jest proporcjonalny do odpowiedniego boku tréjkata
ABC, to trojkaty te sa podobne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje trzy roznych wymiarow zdjecia tej samejbudowli w ksztalcie trojkatna
ostrokatnego. Na zdjeciu najwiekszym zaznaczono katy alfa, beta i gamma. Poréwnujac,

w dwoch etapach (zdjecie najwieksze i Srednie a potem najwieksze i najmniejsze)
odpowiednie katy tych budowli, zauwazamy ze odpowiednie katy w tych trojkatach sg tej

samej miary, a wiec trojkaty sa podobne.

4cm

12cm 8cm
6 cm
10 cm 5cm
10 8 12
5 "4 6

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
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Animacja pokazuje dwa réznych wymiarow zdjecia tej samejbudowli w ksztalcie trojkatna
ostrokatnego, na ktorych zaznaczono dtugosci bokow 12, 10, 8 oraz 6, 5, 4. Obliczajac
stosunki dtugosci kazdego boku w jednym trojkacie do odpowiadajgcego mu boku

w drugim trojkacie, zauwazamy ze sg one rowne. Trojkaty sg podobne.

8
12

i
10

Trojkaty sq podobne.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje dwa roéznych wymiarow zdjecia tej samejbudowli w ksztalcie trojkatna
ostrokatnego. W jednym trojkacie zaznaczono boki o dtugosci 12 i 10 oraz miedzy nimi kat
alfa, w drugim boki o dtugosciach 6 i 5 oraz miedzy nimi kat alfa. Obliczajac stosunki
dtugosci kazdego boku w jednym trojkgcie do odpowiadajacego mu boku w drugim
trojkacie, zauwazamy ze sg one rowne, a wiec trojkaty sa podobne.

Twierdzenie: Skala podobienstwa trojkatow
Jezeli trojkaty A’B’C’ oraz ABC s3a podobne, przy czym wierzchotki A, B, C odpowiadaja
wierzcholkom odpowiednio A', B, C’, to

|A’B}| . |B}C}| L |C’A}|
[AB] — |BC| — |CA]

oraz

<A| = |<A’], |<B| = |<B,|<C]| = |<C.
Skala k podobienstwa trojkatéw nazywamy iloraz dtugosci odpowiadajacych sobie bokéw
w trojkatach podobnych

ABY| _|BCY AL
[AB] — |BC| — |CA]
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ka

A c B A kc B'

Zauwaz, ze trojkaty podobne w skali k = 1 s3 przystajace.
Podobienstwo trojkatéw A’B’C’ oraz ABC symbolicznie oznaczamy

AA'B'C’~- A ABC.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zastosowanie cech podobienstwa trojkatow
Przyktad 3

W trojkat ABC o bokach diugosci a, b, ¢ wpisano romb ADEF tak, jak na rysunku.

ab
a+b

Wykazemy, ze dtugos¢ boku tego rombu jest rowna
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Mozna wykazac, ze odcinek taczgcy srodki dwoch bokow trojkata jest rownolegty do
boku trzeciego. Uzasadnij, ze jest rowny potowie boku trzeciego.

Rozwazmy trojkat ABC, w ktérym punkty D i E s3 Srodkami bokéw odpowiednio AC i
BC oraz

|CB| = 2a,|AB| =¢,|DE| =«

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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Cwiczenie 1

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kazde dwa tréjkaty réwnoboczne sa podobne.

Kazde dwa trojkaty, w ktorych stosunek miar katéw jest réwny 1 : 2 : 4, sg
podobne.

OJ
(] Kazde dwa tréjkaty przystajace sa podobne.

(] Kazde dwa tréjkaty prostokatne sa podobne.

(] Kazde dwa tréjkaty o réwnych obwodach sg podobne.

Cwiczenie 2

Tréjkaty ABC i DEF s3 podobne. Dtugosci bokéw tréjkata ABC sg rowne 8, 6 12.
Najkrétszy bok trojkata DEF ma dtugosc 3. Zatem najdtuzszy bok tréjkata DEF.

() jestrowny 4

() jest krotszy od kazdego z bokéw trojkata ABC

() jest réwny dtugosci jednego z bokéw tréjkata ABC



Cwiczenie 3

Tréjkaty ABC i DEF s3 podobne. Miary dwéch katéw trojkata ABC sg rowne 126°, 39°.
Najmniejszy kat trojkata DEF ma miare

O 54°

O 15°

O 39°

O 25°

Cwiczenie 4

Stosunek bokéw dwaéch tréjkatéw podobnych jest réwny 9 : 36 . Stosunek obwodoéw tych
tréjkatéow jest rowny

() 1:4
(O 18 : 36
() 3:6

O 36:9



Cwiczenie 5

Trojkaty ABC i DEF sg podobne.

4

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem

o O O O
[

2,4

3,2



Cwiczenie 6

Odcinki BC i DE s3 réwnolegte.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem

o O O O
[



Cwiczenie 7

Odcinki BC i DE s3 réwnolegte.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem

o O O O
[



Cwiczenie 8

Zaznacz, ktéra cecha podobienstwa trojkatow pozwala stwierdzi¢, czy trojkaty na rysunku sg
podobne.

7 7
3,5 3,5
3 1,5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() kkk

() bkb

() bbb
Cwiczenie 9
Wiadomo, ze odcinki AB i CD s3 rownolegte.

C
D

B
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

DM MB
Czy wtedy ﬁ = ||MA|| ?




Cwiczenie 10

O dwaéch tréjkatach rownoramiennych wiadomo, ze maja jeden kat réwny. Czy sg to wiec na
pewno tréjkaty podobne?

Cwiczenie 11

W trapezie ABCD podstawy AB i DC maja dtugosci 20 cm i 10 cm, a ramie AD ma dtugosc
8 cm. Przedtuzenia ramion przecinajg sie w punkcie E. Oblicz dtugos¢ odcinka DE.

Cwiczenie 12

W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem odcinka AB, punkt E lezy na boku BC. Odcinki
AC i DE s3 réwnolegte. Odcinek AC ma dtugos$¢ 22 cm, odcinek DB ma dtugo$é¢ 8 cm i CE
ma dtugos¢ 10 cm. Oblicz obwody tréjkatow ABC i DBE.

Cwiczenie 13

W tréjkacie ABC bok AB ma dtugos$é 10 cm. Na boku A C zaznaczono punkt D taki, ze
odcinek AD jest cztery razy dtuzszy od odcinka DC. Przez punkt D poprowadzono prosta

réwnolegty do boku BC, ktéra przecieta bok AB w punkcie E. Oblicz dtugo$¢ odcinkow AE i
EB.

Cwiczenie 14

Trojkat A’B’C’ o obwodzie 96 dm jest podobny do tréjkata ABC o bokach dtugosci
6 dm, 8 dm, 10 dm. Najkrétszy bok trojkata A’B’C’ ma dtugosé:

(O 240 cm

() 90 cm

() 12dm

() 3dm



Cwiczenie 15

Wykaz, ze odcinkitagczace srodki kolejnych bokéw dowolnego czworokata tworza
rownolegtobok.

Cwiczenie 16

Narysuj dowolny trojkat i podziel go na dwa tréjkaty, ktérych stosunek poél wynosi 4 : 9.

Cwiczenie 17

Obrazek ma ksztatt trojkata o podstawie dtugosci 10 cm i wysokosci 8 cm. Obrazek chcemy
powiekszy¢ za pomoca kserografu tak, aby wysokosc¢ tak otrzymanego trojkata byta réwna
32 cm. Jaka dtugosé¢ bedzie miata wéwczas podstawa tego trojkata ?

Cwiczenie 18

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Dowolne dwa tréjkaty o jednakowych katach sa podobne.

(] Dowolne dwa tréjkaty o jednakowych polach sa podobne.

(] Dowolne dwa tréjkaty réwnoramienne sa podobne.

Cwiczenie 19

W trapezie réwnoramiennym, ktérego boki maja dtugosci 20, 12, 8, 8, przedtuzono ramiona,
ktore przeciety sie w punkcie S. Oblicz odlegtosci punktu S od obu podstaw.

Cwiczenie 20

Dane s3 dwa trojkaty podobne ABC oraz A’B’C’. Podstawy tych tréjkatow maja dtugosci
|AB| = 16,8 ,|A’B’| = 21. Wysoko$¢ CD opuszczona na bok AB ma dtugos¢ 14,4. Oblicz
wysoko$¢ C’D’ tréjkata A’B’C’ opuszczong na bok A’B’.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6QhoxTel
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D6QhoxTeI
https://zpe.gov.pl/a/D6QhoxTeI
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Pola figur podobnych

Stosunek pdl figur podobnych

Wiemy, Ze stosunek odpowiednich odcinkow figur podobnych jest rowny skali

podobienstwa.
Zastanowimy sie teraz, jaka jest zalezno$¢ miedzy polami takich figur.

Przyktad 1

Przyjmijmy, ze pole niebieskiego kwadratu jest rowne 1. Kwadrat ten jest podobny do
kazdego z pozostatych kwadratow. Pod rysunkami zapisana jest skala podobienstwa
danego kwadratu do kwadratu niebieskiego. Zapisane sg tez pola tych figur. Co

zauwazasz?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz. Pole kwadratu jest rowne kwadratowi skali podobienstwa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14ATWBKI
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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Przyktad 2

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosci 4 dm i 6 dm. Kazda

z przyprostokatnych zmniejszamy dwukrotnie. Oblicz stosunek pola pomniejszonego
trojkata do pola danego trojkata.

Kazdy z bokow trojkata zmniejszono dwukrotnie. Zatem skala podobienstwa trojkata
otrzymanego do tréojkata danego jest rowna % Wrynika z tego, ze przyprostokatne trojkata
pomniejszonego maja dtugosci 2 dm i 3 dm.

Oznaczmy:

e P -pole danego trojkata,
o P -pole trojkata pomniejszonego.

4-6
P = 12dm?
2.3 __
Py=2%=3
P; = 3dm?
P 3 1

Stosunek pdl tych trojkatow jest rowny %, czyli jest rowny kwadratowi skali
podobienstwa.
Przyktad 3

Prostokatna kartka w notesie ma wymiary 10 cm i 8 cm. Kartka w ksigzce ma wymiary
30 cm i 24 cm. Ile razy pole powierzchni kartki w ksigzce jest wigksze od pola
powierzchni kartki w notesie?

Zauwazmy, ze prostokaty, w ksztalcie ktorych sa kartki, sg podobne. Skala podobienstwa
prostokata w ksztatcie ktorego jest kartka w ksigzce do prostokata, w ksztalcie ktorego
jest kartka w notesie, jest rowna

Obliczamy stosunek pol tych prostokatow.

Stosunek pol powierzchni kartek jest rowny 9, czyli jest rowny kwadratowi skali
podobienstwa.

Na podstawie powyzszych przykladow mozemy wnioskowac, ze jesli figura F jest
podobna do figury G w skali &, to stosunek pol tych figur jest rowny k2.
Sprawdzmy nasze przypuszczenia jeszcze na kilku przyktadach.

Wazne!



Stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.
Przyktad 4

Pieciokat M jest podobny do pieciokata K wskali1 : 8. Pole pieciokata M jest rowne 2.
Oblicz pole pigciokata K.

Korzystamy z tego, ze stosunek pol wielokatow podobnych jest rowny kwadratowi skali
podobienstwa. Stad

2

£= ()
2 _ 1
P 64
P =128

Pole pieciokata K jest rowne 128.
Przyktad 5

Jedna z najwiekszych atrakciji turystycznych Gdanska jest Bazylika Mariacka, na ktorej
znajduje si¢ najwickszy w Polsce zegar. Zostal on zbudowany w 1637 r.

Pole powierzchni tarczy tego zegara jest rowne okoto 16 m?2. Pole powierzchni tarczy
zegarka na reke jest rowna okoto 16 cm?. Okre$l skale podobienstwa tych tarcz.
Zapisujemy oba pola w tejsamejjednostce pola.

16 m?> = (16-100-100)cm? = 160 000 cm?

Dzielimy pole powierzchni wigkszej tarczy przez pole powierzchni mniejszej tarczy.
Obliczamy w ten sposob kwadrat skali podobienstwa tarcz.

k? = 80850 — 10000

Obliczamy teraz skale podobienstwa.
k = 410000 = 100

Skala podobienstwa tarczy gdanskiego zegara do tarczy zegarka na reke wynosi 100.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14ATWBKI
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Obliczanie pdl figur podobnych

Zauwazmy, ze jezeli figura F jest podobna do figury G w skali k, pole figury F' jest rowne P,
a pole figury G jest rowne P;,to P = k* - P, oraz P, = % - P . Wykorzystamy teraz podane
rownosci w zadaniach.

Przyktad 6

I 1 I 1 1
RN | SNSRI | NSNSy (SR = FEESYERE, RSN | SRS NS | NI SN | NSNS [N | H HEWEIE
1
1
1
1
1

Figury F'i Gsap

odobne. Pole figury G jest rowne 7. Oblicz pole figury F.

————————————————————————————————————————————————————————————

—— e — -~

5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Okreslamy najpierw skale podobienstwa figur. W tym celu zaznaczamy w obu figurach
odpowiadajgce sobie odcinki. Skala podobienstwa figury F' do figury G jest rowna
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stosunkowi dtugosci tych odcinkow.

e .

= g
i

Jezeli przyjmiemy, ze dtugos¢ matej kratki jest rowna a, to
k= 12¢ __ 4

3a

Zatem Pp = k? - Pg, gdzie
Pr - pole figury F’

Pg - pole figury G

Stad

Pr=42.7=16-7=112

Pole figury F'jest rowne 112.
Przyktad 7

Pole rombu F jest rowne 125. Romb ten jest podobny do rombu G, ktérego przekatne
majg dlugosci 2 i 5. ZnajdZ sume dlugosci przekatnych rombu F'.
Oznaczmy:

e Pr -pole rombu F,
e Pg; - pole rombu G,
e k- skala podobienstwa rombu F' do rombu G.

Wtedy
Pp=k*-Pg
125 =k*- 5 -2-5
k? =25
k=+25=5

bo

_———— e =




k>0

Skala podobienstwa rombow jest rowna 5. Oznacza to, ze kazda z przekatnych rombu F
jest 5 razy dluzsza od odpowiedniej przekatnejrombu G.

Zatem dlugosci przekatnych rombu F'sa rowne 101 25.

Suma dlugosci tych przekatnych jest rowna 35.

Przyktad 8

Dwa wielokaty sa podobne. Obwod pierwszego z nich jest rowny 12, a pole 14. Obwod
drugiego wielokata jest rowny 2. Oblicz pole drugiego wielokata.
Obliczamy skale k podobienstwa wielokgtow.

Obliczamy pole P, drugiego wielokata.

Pole drugiego wielokata jest rowne &

8"
Przyktad 9

Skala podobienstwa dwoch kwadratow jest rowna 0,5. Oblicz dlugo$¢ boku mniejszego
kwadratu, jezeli roznica pol tych kwadratow wynosi 27.
Niech P oznacza pole mniejszego kwadratu. Wtedy pole wiekszego kwadratu Py to

2
Zatem

2
PW:(%) .P=22.P=4P

2

Korzystamy z tego, ze roznica pol tych kwadratow jest rowna 27 i wyznaczamy pole
mniejszego kwadratu i dlugosc¢ a jego boku.

Py — P =27
4P — P =27
3P =27
P=9

a’=9



bo

a>0

Dlugos¢ boku mniejszego kwadratu jest rowna 3.
Przyktad 10

Podstawy trapezu réwnoramiennego ABCD majg dtugosci 10 cm i 18 cm. Przekatne
trapezu przecinajg sie¢ w punkcie E. Wysokos¢ trojkata DEC jest rowna 4 cm. Oblicz pole

trapezu.

D 10 em C

h

A 18 cm B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze trojkaty AEB i DEC majg rowne katy: katy AEB i DEC to katy
wierzchotkowe, maja wigc rowne miary, katy EDC i EBA to katy naprzemianlegle przy
prostych réwnolegtych, podobnie katy EAB i DCA. Na podstawie cechy kkk
stwierdzamy, ze tréjkaty AEB i DEC sa podobne.

Skala podobienstwa k tych tréjkatow jest rowna stosunkowi dtugosci ich podstaw.

18 9

k=1 =3

Stosunek wysokosci tych trojkatoéw jest rowny skali podobienstwa.

H
=k
H _ 9
4 = 5
5H=236/:5
H="72cm

Wysoko$¢ trapezu jest réwna sumie wysokosci trojkatow AEB i DEC.



H+h=172+14
H+h=112cm
Obliczamy pole trapezu.
P=1.(18+10)-11,2
P=3-28-11,2
P=14-11,2
P =156,8 cm”

Pole trapezu jest rowne 156,8 cm?,
Przyktad 11

Jezioro Sniardwy to najwieksze jezioro w Polsce. Powierzchnia tego jeziora jest rowna
okoto 113,4 km?. Na mapie powierzchnia ta jest rowna 0,126cm?. W jakiej skali wykonana
jest mapa?

Zapisujemy najpierw powierzchnie jeziora w cm?.

1km = 1000 m = 1000 - 100 cm = 100000 cm = 10° cm
1km? = 10°-105%cm? = 10" cm?
113,4 km? = 113,4- 100 cm?

Obliczamy kwadrat skali podobienstwa figury, w ksztalcie ktorej jest jezioro na mapie,
i figury, w ksztalcie ktorejjest powierzchnia jeziora w rzeczywistosci.

kz _ 0,126 1 1

T 113,410 T 900-1010 T 9.1012

Obliczamy skale podobienstwa tych figur.

k= 1 o 1
— 9000000000000 — 3000000

Skala mapy jest rowna obliczonej skali podobienstwa.

Mapa wykonana jest wiec w skali1 : 3 000 000.



Cwiczenie 1

Figura I jest podobna do figury G w skali 1 : 7. Stosunek pola figury G do pola figury F’ jest
rowny

O 1:7

() 49 : 1

(O 1:49

O 7:1

Cwiczenie 2

Wiadomo, ze A = (—5,2), B = (1,2), C = (1,6). Trojkat ABC jest podobny do tréjkata
EFGwskali2 : 1.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Suma pola tréjkata ABC i pola trojkata EFG jest réwna 15.

(] Poletréjkata ABC jest dwukrotnie mniejsze od pola tréjkata EFG.

(] Roznica pola tréjkata ABC i pola tréjkata EFG jest mniejsza od 10.

(] Pole tréjkata EFG jest dwukrotnie mniejsze od pola tréjkata ABC.

Cwiczenie 3

Pole kota zwiekszono stukrotnie. Wynika z tego, ze

() $rednice kota zwiekszono dwudziestokrotnie

() promien kota zwiekszono stukrotnie

() obwdéd kota zwiekszono dziesieciokrotnie



Cwiczenie 4

Pole powierzchni kwadratowej dziatki pani A jest 25 razy wieksze od pola kwadratowej dziatki
pani B. lle razy wiecej siatki trzeba kupi¢ na odgrodzenie dziatki pani A niz dziatki pani B?

Cwiczenie 5

Stosunek obwoddéw dwédch két jest réwny 0,75. Stosunek pola wiekszego kota do mniejszego
jest rowny

() 7:5

() 4:3

O 25 : 16

() 16 : 9

Cwiczenie 6

Ptytka terakoty jest w ksztatcie szeSciokata foremnego. Ptytka glazury ma réwniez ksztatt
szesciokata foremnego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W szesciokatach tych dtuzsze przekatne sg odpowiednio rowne 10 cm i 8 cm. lle razy wieksze
jest pole powierzchni ptytki terakoty od pola powierzchni ptytki glazury?



Cwiczenie 7

Trapez ABCD jest podobny do trapezu EFGH w skali 4,5. Wynika stad, ze
a. obwaod trapezu ABCD jest 4,5 razy wiekszy od obwodu trapezu EFGH
b. wysokos¢ trapezu EFGH stanowi % wysokosci trapezu ABCD
c. pole trapezu ABCD stanowi % pola trapezu EFGH
d. pole trapezu ABCD jest o g—; wieksze od pola trapezu EFGH

lle sposrod podanych stwierdzen jest prawdziwych?

trzy

jedno

o O O

zadne

() wszystkie

Cwiczenie 8

Tréjkat ABC o bokach dtugosci 15 cm, 17 cm, 8 cm jest podobny do tréjkata EFG. Pole
trojkata EFG jest réwne 15 cm?. Oblicz dtugosci bokéw tréjkata EFG.



Cwiczenie 9

Przekatne rombu R sa réwne 24 cm i 12 cm. Pole rombu W jest réwne 64 cm?. Diuzsza
przekatna rombu W jest rowna

16 cm

36 cm

o O O O

12 cm

Cwiczenie 10

Prostokat A’B’C’D’ jest podobny w skali k& do prostokata ABCD, ktérego pole wynosi
144 cm?. Oblicz pole prostokata A’B’C’D’ dla:

a k=2
b.k= 7
c.k=0,1

d k=42

Cwiczenie 11

Rownolegtobok A’B’C’D’ jest podobny do réwnolegtoboku ABCD w skali % Jaki jest
stosunek pdl tych réwnolegtobokow?



Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Dowolne dwa szesciokaty foremne o jednakowych polach sg podobne.
(] Dowolne dwa czworokaty o réwnych polach sa podobne.

(] Dowolne dwa wielokaty podobne maja jednakowe pola.

Cwiczenie 13

W tréjkacie prostokatnym wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego podzielita
przeciwprostokatng dtugosci ¢ na dwa odcinki, z ktérych jeden ma dtugosé x. Oblicz pole
trojkata.

Cwiczenie 14

Prostokatng fotografie o wymiarach 12 cm na 18 cm powiekszono na kserografie tak, ze jej
szerokos¢ jest rowna 21 cm. Jakie pole ma powiekszona fotografia?

Cwiczenie 15

Woycinek W kota o promieniu 6 cm ma pole réwne 61 cm?2. Wycinek M kota o promieniu
8 cm ma pole réwne 32/3 1t cm?. Czy wycinki te sa podobne? Jedli tak, podaj ich skale
podobienstwa.

Cwiczenie 16

Koto K jest podobne do kota K5 w skali £ = 3. Oblicz pole kota K5, jesli wiadomo, ze
wycinkowi kota K7 o polu 67 odpowiada kat sSrodkowy o mierze 60°.

Cwiczenie 17

Dwa szeéciokaty foremne maja pola réwne 36 cm? oraz 18 cm?. Oblicz dtugoéci bokéw tych
szesciokatéw oraz okresl skale podobienstwa promieni okregéw wpisanych w te szesciokaty.



Cwiczenie 18

Podstawami trapezu ABCD s3 odcinki AB i CD. Przekatne tego trapezu przecinaja sie
w punkcie S. Pole tréjkata ASB jest réwne 25, pole trojkata DSC jest rowne 9. Oblicz pole
trapezu.



Bryty obrotowe

Bryty obrotowe

Definicja: O$ obrotu

Obracajgc figure plaskg dookota prostej p, zawartej w tej samej ptaszczyznie, otrzymujemy
powierzchnie, ktora ogranicza figure, zwang brytg obrotowq. Prosta p nazywamy osig
obrotu. Jest ona osig symetrii bryly obrotowe;.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 1


https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5
https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

bryta obrotowa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyklady bryt obrotowych

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Przez cala noc padat deszcz i beczka na deszczowke zostala napetniona w potowie.
Beczka ma wysokos$¢ 1,4 m. Jej Srednica w najszerszym miejscu wynosi 1 m,

a w najwezszym 80 cm.

Ile litrow wody znajduje si¢ w beczce ? Przyjmij, ze m = 2—72 Skorzystaj z podanego wzoru
na pojemnos¢ beczki.

Wz6r na pojemnosc¢ beczki.

V = 5nH(2D? 4 d?)

V - pojemnos¢

H - wysokos$¢ beczki

D - $rednica w najszerszym miejscu

d - $rednica w najwezszym miejscu

Mamy podac¢ pojemnos¢ beczki w litrach.
Jeden litr to jeden decymetr szeScienny. Zapisujemy wi¢c wymiary beczki
w decymetrach.

H=1,4m = 14dm
D=1m = 10dm
d=80cm = 8dm

Beczka napelniona jest w potowie, zatem obliczamy potowe jej pojemnosci.



https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

1V =4 . 4nH(2D? + d%)

1V =22 .14(2- 102 + 8?)

44
sV = 51 - 264
1V =484

W beczce jest 484 1 wody.
Przyktad 3

Bryla G powstaje w wyniku obrotu figury F' wokot prostej p.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4


https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ciekawostka

Nasza planeta nie ma ksztaltu idealnej kuli. Na skutek ruchu wirowego (czyli ruchu
wokot wlasnej osi) Ziemia ulegla splaszczeniu przy biegunach. W wyniku tego powstata
bryta zwana geoidg ( z greckiego: gea — Ziemia, eidos — ksztatt).

Brylg najbardziej zblizong ksztaltem do Ziemi jest elipsoida obrotowa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przekroje bryt obrotowych

Figure ptaska, ktora powstanie po przecigciu bryty ptaszczyzng, nazywamy przekrojem tej
bryty.
Wazne!

Przekroj osiowy bryly obrotowej to cz¢s¢ wspdlna tejbrylty z ptaszczyzna zawierajgca o$
obrotu.

Przekroj poprzeczny bryly obrotowej to cze$¢ wspolna tej bryly z plaszczyzna
prostopadlg do osi obrotu.

Przyktad 5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Okresl, jaki ksztatt majg przekroje narysowanych bryt. Jesli nie wiesz, jak nazywa sie dana
figura, sprawdz w internecie jej nazwe.



https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje bateri¢ elektryczna. Kreslone sg krawedzie - powstaje walec.
Nastepnie przekroje sko$ne i poprzeczne dzielg walce na dwie bryly.

Przyktad 7

Arbuz przekrojono na pot. Otrzymany przekréj jest w ksztatcie kota o polu 452, 16 cm?.
Oblicz srednice tego kota. Przyjmijm = 3,14.

Korzystamy ze wzoru na pole kota o promieniu r.
P = mr?

452,16 = 3,14 - r?

r? =144
r=+144 = 12
bo
r>0
Obliczamy $rednice kota.
2:12cm = 24 cm

Srednica kota, bedgca przekrojem arbuza, jest rowna 24 cm.
Przyktad 8


https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1

Narysuj bryte, ktéra powstanie w wyniku obrotu danej figury wokét prostej p.

=LY

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/DHE26ZBp5

Cwiczenie 2

Narysuj bryte, ktéra powstata w wyniku obrotu prostokata wokot prostej

a. na ktorej lezy jeden z bokéw

b. réownolegtej do dtuzszego boku

c. rownolegtej do krétszego boku

Cwiczenie 3

Bryta na rysunku powstata w wyniku obrotu pewnej figury ptaskiej dookota proste;j.
Narysuj te figure i te prosta.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Naszkicuj przekroj osiowy przedstawionych figur.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Narysuj bryte obrotowa, ktérej przekréj osiowy jest

a. trojkatem réwnoramiennym

b. tréojkatem réwnobocznym

Cwiczenie 6

Narysuj bryte obrotowa, ktorej przekrdj osiowy jest

a. prostokatem

b. kwadratem



Cwiczenie 7

Narysuj bryte obrotowa, ktorej przekrdj poprzeczny jest kotem.

Cwiczenie 8

Bryta obrotowa powstata w wyniku obrotu prostokata P wokoét jednego z jego bokow.
Przekatna prostokata P ma dtugos$¢ 5 cm i jest nachylona do jego boku pod katem 60°. Jaka
dtugosc ma promien r podstawy tej bryty? Znajdz wszystkie rozwigzania.

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Istnieje bryta obrotowa, ktérej przekrdj osiowy jest inny niz przekréj poprzeczny.

(] Bryta, ktérej kazdy przekréj poprzeczny jest kotem, jest bryta obrotowa.

(] Szescian jest bryta obrotowa.

Cwiczenie 10

Uzupetnij zdania.

a. Czes¢ wspodlna bryty obrotowej z ptaszczyzng zawierajgcg o$ obrotu to przekrdj ... bryty.

b. Przekréj poprzeczny bryty obrotowej to cze$¢ wspdlna tej bryty z ptaszczyzng ... do osi
obrotu.

Cwiczenie 11

Arbuz przekrojono na pét. Pole tak otrzymanego przekroju jest w ksztatcie kota o polu
530,66 cm?. Skéra arbuza ma gruboé¢ 2 cm. Oblicz, ile procent przekroju stanowi migzsz
arbuza. Przyjmij m = 3.14. Odpowiedz zaokraglij do jednej cyfry po przecinku.



Cwiczenie 12

Narysuj bryte obrotowga powstatg w wyniku obrotu

a. trapezu prostokatnego wokét krotszego ramienia

b. trapezu rownoramiennego wokét dtuzszej podstawy



Walec. Pole powierzchni walca

Budowa walca
Przyktad 1

W jakim ksztalcie sg wieze na zdjeciach? Jakie bryly geometryczne przypominajg?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Zmieniaj wymiary obracajgcego si¢ prostokata. Jaka jest zaleznos¢ miedzy wysokoscia
otrzymywanego walca a jego tworzacg? Jaka jest zalezno$¢ miedzy promieniem podstawy
walca a dtugoscig boku prostokata prostopadtego do osi obrotu?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DvaowsLHi
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

W wyniku obrotu prostokata wokot prostej przechodzgcej przez jeden z bokow
otrzymujemy bryte, zwang walcem.

Walec ma dwie rownolegle podstawy w ksztalcie przystajgcych kot. Odcinek faczacy
podstawy walca i prostopadty do tych podstaw to wysokos¢ walca. WysokoSc¢ jest rowna



https://zpe.gov.pl/a/DvaowsLHi

odlegtosci podstaw walca.
Kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznejwalca o koncach nalezgcych do podstaw

walca nazywamy tworzgcg. Dlugos$¢ tworzacej walca jest rowna jego wysokosci.
Przyktad 3

Okres$l dla kazdego z walcow jego wysokos¢, dlugos¢ tworzgcej, promien podstawy
i srednice podstawy.

0,5

31cm

15cm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekroje walca
Przyktad 4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje baterie¢ elektryczna. Kreslone sg krawedzie - powstaje walec.
Nastepnie przekroje sko$ne i poprzeczne dzielg walce na dwie bryly.

Przyktad 5



https://zpe.gov.pl/a/DvaowsLHi

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 6

I —_—

pr—_ -

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DvaowsLHi

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DvaowsLHi
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 7

H H
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Przekroj osiowy walca jest prostokatem o szerokosci 9 cm. Pole tego przekroju jest
rowne 108 cm?.

Okresl wysoko$c¢ i promien podstawy walca.
Obliczamy dtugos¢ prostokata, bedacego przekrojem osiowym walca.

108 cm? : 9cm = 12cm

Prostokat, bedgcy przekrojem osiowym walca, ma wymiary 9 cm na 12 cm.
Mozliwe sg dwa przypadki.


https://zpe.gov.pl/a/DvaowsLHi

d=9cm

P e —
v
— d=12cm
v
H=12cm
H=9cm
A
v
| przypadek Il przypadek

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

I przypadek

Wysokos¢ walca jest rowna 9 cm, a promien jego podstawy jest rowny
12cm : 2 = 6 cm.

II przypadek

Wysokos¢ walca jest rowna 12 cm, a promien jego podstawy jest rowny
9cm : 2 = 4,5cm.

Przyktad 9

Przekroj osiowy walca jest prostokatem, ktorego przekatna dlugosci 20 cm jest nachylona
do dtuzszego boku pod katem 30°. Wysokos¢ walca jest réwna dlugosci tego prostokata.
Oblicz pole podstawy walca.

30°

20 cm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna dzieli prostokat, bedacy przekrojem osiowym walca, na dwa przystajgce
trojkaty prostokatne.

Przeciwprostokatna w tak otrzymanym trojkgcie ma dtugos¢ 20 cm, a jeden z katow
ostrych ma miare 30°. W takim tréjkacie naprzeciw kata o mierze 30° lezy
przyprostokatna dwa razy krotsza od przeciwprostokatnej, czyli w tym przypadku

o dlugosci 20 cm : 2 = 10 cm. Druga z przyprostokatnych ma dtugosé 104/3 cm.



30°

20 cm
10vV3 cm

- T T e e

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Promien podstawy walca jest wigc rowny 10 cm : 2 = 5 cm.
Obliczamy pole kota, bedgcego podstawa walca.

P =r-52
P = 25m cm?

Pole podstawy walca jest rowne 257 cm?.
Przyktad 10

Obwod przekroju poprzecznego walca jest rowny 341 dm?. Stosunek wysokosci walca do
promienia podstawy jest rowny 7 : 9. Oblicz wysokos¢ walca.
Obliczamy promien r podstawy walca.

2nr = 347w/ : 2w
r=17dm

Korzystamy z tego, ze stosunek wysokosci H walca do promienia jego podstawy jest
rowny7 : 9.

H _ 71
r 9
H _ 1
17 9
_ 119
H_ 9

H=132dm

Wysokos¢ walca jest rowna 13% cm.



Siatka walca. Pole powierzchni walca

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje stojace na stole kubki w ksztatcie walca. Kreslone sg krawedzie
jednego kubka - powstaje walec, ktory nastepnie rozktada si¢ na siatke walca.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacija 3D pokazuje siatke walca, ktora sktada si¢ w walec. Nastepnie walec zamienia si¢
w kubek. Na stole stojg kubki w ksztalcie walca.
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Przyktad 11

Obserwuj, jak wraz ze zmiang wysokos$ci i promienia podstawy walca, zmieniajg sie
wymiary figur tworzacych siatke walca. Co zauwazasz?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DvaowsLHi
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Siatka walca sktada sie z dwoch przystajacych kot i prostokata. Promien kazdego z tych kot
jest rowny promieniowi podstawy walca. Boki prostopadle prostokata sa rowne
odpowiednio wysokosci walca i obwodowi kota, bedacego podstawy.

H

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

Pole P powierzchni walca o wysoko$ci H i promieniu podstawy 7 jest rowne
P=2.-P,+ P
gdzie

e P, - pole podstawy
e P, - pole powierzchni boczne;j.
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e« P=2mr*+2mwr-H
Przyktad 12

lle cm®blachy zuzyto na wykonanie metalowej puszki w ksztatcie walca o wysokosci

20 cm i $rednicy 8 cm? Wynik podaj z doktadnoscia do dwoch miejsc po przecinku.
Promien podstawy walca jest rowny 8 cm : 2 = 4 cm. Obliczamy, ile blachy zuzyto na
wykonanie denka puszki.

P = r?
P,=m -4

P, =16n cm?
Obliczamy, ile blachy uzyto na wykonanie powierzchni bocznej puszki.

P,=27w-4-20

P, = 160n cm?
Teraz obliczamy, ile blachy uzyto na wykonanie catej puszki.

P =216+ 160w = 1927
Liczbe 7 zastepujemy jej przyblizeniem.
P ~192- 3,14 = 602,88
P ~ 602,88 cm?

Na wykonanie puszki zuzyto okoto 602, 88 cm? blachy.
Przyktad 13

Powierzchnia boczna walca po rozwinigciu na ptaszczyznie jest prostokgtem

o wymiarach 15 cm x 24 cm. Oblicz promien podstawy walca, wiedzgac, ze wysokos¢
walca jest rowna 15 cm.

Obwdd kota, ktory jest podstawa walca, jest rowny dtugosci prostokata, w ksztalcie
ktorego jest powierzchnia boczna walca.

2nr = 24
_ 24 _ 12
r= 2r 0w

Promien podstawy walca jest rowny % cm.
Przyktad 14

Tort ma ksztalt walca o wysokosci 25 cm i Srednicy podstawy 30 cm. Na pokrycie
100 cm? powierzchni tortu potrzeba 8 dag polewy. Oblicz, ile dag polewy nalezy



przygotowac na pokrycie powierzchni tortu.
Polewa bedzie pokryta podstawa gorna walca, w ksztatcie ktorego jest tort i jego
powierzchnia boczna. Obliczamy pole powierzchni do pokrycia.

P=2r- ()25 47 (L)
P = 7507 + 2257 = 9757
P~ 975 - 3,14 = 3061,5
P ~ 3061,5 cm?
Obliczamy, ile dag polewy potrzeba.
(3061,5 : 100) - 8 = 30,615 - 8 = 244,92

Liczbe 7 zaokragliliSmy z dotu, zatem zeby nie zbrakto polewy, nalezy przygotowac jej
troche wiecejniz 244,92 dag.

Cwiczenie 1

Kwadrat obracamy wokét prostej p. Okresl wysokosc¢ i promien podstawy tak otrzymanego
walca.

a) b) c) d)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Prostokat o wymiarach 10 ¢cm x 4 cm obracamy wokét dtuzszego boku. Srednica podstawy
tak otrzymanego walca jest réwna

(O 20cm

() 8cm

() 4cm

() 10cm

Cwiczenie 3
Uzupetnij zdania.

a. Przekroj osiowy walca jest kwadratem o polu 0,25 dm?. Promien podstawy tego walca
jest rowny ... dm.

b. Przekréj osiowy walca jest kwadratem. Pole podstawy walca jest rowne 817. Wysoko$¢
tego walca jest réwna ...

c. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem. Srednica podstawy walca jest réwna 12 cm.
Wysokos$¢ walca jest rowna ... cm.



Cwiczenie 4

Uzupetnij.
Tabela. Dane
< . . Dtugosc
. | Srednica Pole Pole przekroju .
Wysokos¢ . . przekatnej
podstawy przekroju ptaszczyzng réwnolegta .
walca . przekroju
walca osiowego do podstawy .
osiowego
5 307
167 10
12 120
1,2 1,447
Cwiczenie 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Pole powierzchni catkowitej walca jest rowne 748. Promien podstawy walca jest réwny 7.
Przyjmij m = % Wtedy wysokos¢ walca jest rowna

O 8
O 49
O 7

O 10

Cwiczenie 7

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na ptaszczyznie jest prostokatem o wymiarach
10 dm x 12 dm. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca. Rozwaz dwa przypadki.



Cwiczenie 8

Dany jest prostokat o wymiarach 6 cm na 8 cm. W wyniku obrotu tego prostokata wokot

prostej, na ktorej lezy dtuzszy bok, otrzymano walec W, a w wyniku obrotu tego prostokata

wokot prostej, na ktorej lezy krotszy bok, otrzymano walec W1,

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

O

O

O

O

Pole podstawy gornej walca W jest rowne polu podstawy dolnej walca W1.

Srednica podstawy walca W jest mniejsza od $rednicy podstawy walca W1.

Pola powierzchni catkowitej walca W jest rowne polu powierzchni catkowitej walca
W1.

Pole powierzchni bocznej walca W jest wieksze od pola powierzchni bocznej walca
W1.

Pole przekroju osiowego walca W jest wieksze od pola przekroju osiowego walca
W1.

Wysokos¢ walca W jest wieksza od wysokosci walca W1.

Cwiczenie 9

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosc 44/2 cm. Przekatna ta tworzy kat o mierze

45° z jednym z bokéw prostokata, bedacego przekrojem osiowym walca. Oblicz pole

powierzchni catkowitej walca.

Cwiczenie 10

Kwadrat o boku dtugosci 16 cm obrécono wokét jednego z bokéw. Oblicz pole powierzchni

bocznej tak otrzymanego walca.



Cwiczenie 11

Walec powstat w wyniku obrotu prostokata wokét jednego z jego bokéw. Przekatna tego
prostokata ma dtugos$¢ 5 cm i jest nachylona do jego boku pod katem 60°. Oblicz pole
powierzchni bocznej walca.

Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Tworzace walca moga miec rézne dtugosci.

(] Istnieje przekrdj walca, ktéry nie jest kotem ani prostokatem.

(] Kazdy przekrdj poprzeczny walca jest kotem.

Cwiczenie 13

Udowodnij, ze wszystkie przekroje poprzeczne walca s3 przystajagcymi kotami.

Cwiczenie 14

Prostokat o wymiarach a cm x b cm obrécono wokot boku o dtugosci a cm i otrzymano
walec Wj. Ten sam prostokat obrécono wokat boku o dtugosci b cm i otrzymano walec W,
Walce W7 i W5 majg réwne pola catkowite. Wykaz, ze prostokat ten jest kwadratem.

Cwiczenie 15

Dwa prostokaty P;i Pysg podobne w skali 1 : 2. Prostokat P; ma wymiary 5 cm x 10 cm.
Oblicz pole powierzchni bocznej walca powstatego w wyniku obrotu prostokata P, wokot
dtuzszego boku.

Cwiczenie 16

Oblicz pole przekroju osiowego walca otrzymanego w wyniku obrotu prostokata o wymiarach
20 cm x 5 cm wokot krétszego boku.



Cwiczenie 17

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosc 12\/5 i tworzy z ptaszczyzng podstawy
walca kat o mierze 45°. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca.

Cwiczenie 18

Udowodnij, ze stosunek powierzchni bocznej dowolnego walca do powierzchni przekroju
osiowego tego walca jest zawsze taki sam.

Cwiczenie 19

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugos¢ 10 cm, a wysokos$¢ walca 8 cm. Oblicz pole
powierzchni otrzymanej po rozwinieciu tego walca na ptaszczyznie.

Cwiczenie 20

Pole powierzchni catkowitej walca jest rowne 2167. Wysokos$¢ walca jest rowna $rednicy jego
podstawy. Oblicz promien podstawy walca oraz jego wysokosc¢.



Objetos¢ walca

W2z04r na objetosc¢ walca

Przyktad 1

Wyobraz sobie, ze pojemnik w ksztalcie walca o wysokosci H > 1 wypelniamy
jednakowymi krazkami o wysokosci 1 i promieniu podstawy rownym promieniowi
podstawy pojemnika.

Ile takich krazkow zmiesci si¢ w pojemniku?

Jesli przyjmiemy, Ze objetos¢ takiego krazka jest rowna V, to ile wynosi objetos¢
pojemnika?

Jesli teraz zwiekszymy promien podstawy pojemnika i analogicznie promien podstawy
krazkow, to czy objetos¢ pojemnika zmieni si¢?

Objetosc walca zalezy od jego wysokosci i pola podstawy. Obliczamy jg podobnie jak objetos¢
graniastostupa.

Wazne!

Objetos¢ V walca o promieniu podstawy r jest rowna iloczynowi pola podstawy P, walca
przez jego wysokos¢ H.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

V=P,-H
V=m?H
Przyktad 2

Ile litrow wody miesci si¢ w pojemniku o wysokosci 2,5 m i Srednicy podstawy 2,8 m?

Przymijm = 5~




2,8 m

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Promien podstawy pojemnika wynosi 2,8 m : 2 = 1,4 m. Obliczamy objetos¢ walca.

V=m?H

V=2.(14)"-25

__ 22107 __ 77
V= 1.10-10 = 5

V =15,4m?

Wiadomo, ze 1 m® = 10001, stad 15,4 m3 to 15,4 - 10001 = 15400 1.
W pojemniku miesci sie 15 400 1 wody.

Przyktad 3

Objeto$¢ walca przedstawionego na rysunku jest rowna 89,2 cm?.

\

\‘%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz promien podstawy tego walca. Przyjmijm = 3%.
Korzystamy ze wzoru na objetos¢ walca.



V=n?H
89,2=31.r*.7,1

892 __ 223 171 2

70 — 71 10T

892 = 22372

bo

r>0

r = 2cm

Promien podstawy walca wynosi 2 cm.

Obliczanie objetosci walca

Przyktad 4
; T | m
50 cm = 5dm _-L 2 2

V= 21577- dm?® = 2,51-5 i

. SN

2,5m: 0,157~ 25 . 314 1000
~
|

10 100 157
2,57: 0,157 ~ 50 min

L
‘N

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

.


https://zpe.gov.pl/a/D107jsQq2

Animacja

Przyktad 5

Oblicz objetos¢ walca, ktorego siatke przedstawia rysunek. Przyjmijm = 3.

19

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Powierzchnia boczna walca po rozwinigciu na ptaszczyznie jest prostokgtem, ktorego
dtugosc¢ jest rowna obwodowi kota, bedacego podstawg walca.
Obliczamy promien r tego kota.

2nr = 15
2-3-r=15
r =25

Wysokos$¢ H walca jest rowna szerokosci prostokata, czyli H = 6.

” -

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Obliczamy objetos¢ walca.
V=n?H
V=3-(25)"-6=1125
Objetos¢ walca jest rowna 112,5.

Przyktad 6

Element przedstawiony na rysunku wykonany jest ze stali o gestosci 7,5 kg/ dm?.

g

4 dm

4 dm

4 dm
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz mase elementu.

Element jest w ksztalcie szeSciennejkostki z wydrgzonym otworem w ksztalcie walca.
Obliczamy najpierw objeto$¢ V elementu. Jest ona rowna réznicy objetosci szeScianu
i objetosci walca o wysokosci 4 dm i promieniu podstawy2dm : 2 = 1 dm.

V=4 —-7-12.4
V = (64 — 4m)dm?
Masa m ciala jest rowna iloczynowi objetosci tego ciata przez jego gestosc.
m=V-75
m~ (64 —4-3,14) - 7,5 = 385,8
m ~ 385,8 kg
Masa elementu wynosi okoto 385,8 kg.

Przyktad 7



Przekroj osiowy walca jest prostokatem, w ktorym jeden z bokow, rowny wysokosci walca,
jest dwukrotnie dtuzszy od drugiego.
Pole powierzchni walca jest rowne 250 1 cm?. Oblicz objetoé¢ walca.

4x

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy:

e x - promien podstawy walca w cm
o 4z- wysokos¢ walcaw cm, gdzie z > 0.

Wtedy pole P powierzchni walca jest rowne;
P =2nx?® + 2nx - 4z
P = 2rz® + 8z = 10mz?
Jednoczes$nie wiemy, ze pole to jest rowne 2501 cm?.
107z® = 2507
z? =25
T =5cm

4r = 20 cm

Promien podstawy walca jest wiec réwny 5 cm, a jego wysoko$¢ 20 cm. Obliczamy
objetos¢ walca.

V=mn-52-20=5007

V = 5001 cm?®



Objetoé¢ walca jest réowna 500m cm?.

Cwiczenie 1

Kartke papieru w ksztatcie prostokata o wymiarach a cm na b cm mozna zwinaé na dwa
sposoby,

uzyskujac za kazdym razem walec. Jeden z nich bedzie nizszy i grubszy, drugi wyzszy i chudszy.
Ktéry w tych walcéw ma wieksza objetosé?

Ponizszy rysunek ilustruje w przyblizeniu kartke papieru i dwa uzyskane walce.

Przyjmujac za a i b dtugosc i szerokos$¢ kartki, wyznaczmy najpierw promien podstawy
kazdego z walcow.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Czy w kazdej ze szklanek, jak przedstawiono jak na rysunku, zmiesci sie ¢wierc litra wody?
Przyjmij = 3,14.

10cm 14cm

8cm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Butla gazowa domowa - parametry techniczne

Tabela. Dane

Wysoko$¢ zewnetrzna bez zaworu

Masa butli

Srednica zewnetrzna

Srednica wewnetrzna

590 mm

10,2 kg

300 mm

260 mm

Przyjmij, ze butla gazowa ma ksztatt walca. Oblicz jej pojemno$¢. Przyjmij m = 3,14.



Cwiczenie 4

Rurke, taka jak na rysunku przetopiono i wykonano z niej sze$cienng kostke. Oblicz pole
powierzchni tej kostki. Wynik podaj z doktadnoscig do 1 cm?.

|
I
I
I 4 dm
|
I

2dm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Element betonowy sktada sie z cze$ci w ksztatcie szeScianu i czesci w ksztatcie walca. lle
takich elementéw mozna wykonac¢ z 1 m? betonu? Przyjmij 7 = 3,14.

15 mm

10 mm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6
Pojemnik z sokiem jest prostopadto$cianem o wymiarach 25 cm x 12,5 cm x 8 cm. Sok

rozlano do szklanek w ksztatcie walca o $rednicy podstawy 5 cm i wysokosci 10 cm. lle
szklanek napetniono sokiem? W obliczeniach przyjmij 7 = 3,14.



Cwiczenie 7

Ktéra z bryt ma wiekszg objetosé - szescian o krawedzi 6 cm czy walec o promieniu 3 cm
i wysokosci 10 cm. W obliczeniach przyjmij 7 = 3,14.

Cwiczenie 8

Gtownymi sktadnikami powietrza sa azot i tlen. Zawarto$¢ procentowa azotu wynosi 78 %,

a tlenu 21 %. Jeden 1 dm® powietrza ma mase 0,66 g. Jaka jest masa azotu, a jaka tlenu

w butli w ksztatcie walca o $rednicy dna 40 cm i wysokosci 150 cm? W obliczeniach przyjmij
T =3,14.

Cwiczenie 9

Walec powstat w wyniku obrotu prostokata o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm dookota krétszego
boku. Oblicz objetos¢ walca.

Cwiczenie 10

Dtugosci bokéw prostokata pozostajg w stosunku 1 : 2. Prostokat obraca sie raz wokét
dtuzszego boku, a raz wokot krotszego boku. Ktoéry z tak powstatych walcoéw bedzie miat
wiekszg objetosc i ile razy, a ktéry bedzie miat wieksze pole powierzchni catkowitej i ile razy?

Cwiczenie 11

Oblicz pole powierzchni bocznej i objetos¢ walca, ktérego przekréj osiowy jest kwadratem o
polu réwnym 144 cm?.

Cwiczenie 12

Objetosc¢ walca jest rowna 81 cm®. Wysokos$¢ walca jest 3 razy wieksza od promienia
podstawy. Oblicz promien podstawy i wysokos¢ tego walca.



Cwiczenie 13

Dwa walce W1 oraz W2 maja jednakowe objetosci. Dtugos$¢ promienia podstawy walca W1
jest dziesieciokrotnie mniejsza od dtugosci promienia podstawy walca W2 . lle razy wysokosé
walca W1 jest wieksza od wysokosci walca W27

Cwiczenie 14

Wysokos¢ walca jest rowna promieniowi podstawy tego walca. Objetos¢ walca jest rowna
343 1t cm?. Oblicz pole podstawy tego walca.

Cwiczenie 15

Jaka pojemnos$¢ ma naczynie w ksztatcie walca o $rednicy podstawy 24 cm i wysokosci 15 cm
?



Stozek. Pole powierzchni stozka

Przyktad 1

Zaobserwuj, jakg bryte otrzymujemy w wyniku obrotu trojkgta prostokgtnego wokot jedne;j
z przyprostokatnych. W ksztalcie jakiej figury jest podstawa bryly? Ille ma wierzchotkow?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

W wyniku obrotu tréjkgta prostokgtnego wokot prostej, na ktorejlezy jedna
z przyprostokatnych, otrzymujemy bryte, zwang stozkiem.

Prosta ta jest osig obrotu stozka. Jest to rowniez o$ symetrii stozka. Podstawg stozka jest
koto. Wysokos$¢ H stozka jest rowna przyprostokatnej, wokot ktérej obracalismy trojkat,

a promien r podstawy jest rowny drugiej z przyprostokatnych. Wysoko$¢ jest prostopadia
do plaszczyzny, na ktorejlezy podstawa stozka, a wiec i do kazdego z promieni podstawy.
Wierzchotek obracanego trojkata nielezacy na podstawie to wierzcholek stozka.
Przeciwprostokgtna obracanego trojkata zakreslita powierzchnie boczng stozka. Jest ona
tworzgcg stozka. Tworzaca stozka jest zatem kazdy odcinek taczacy wierzchotek stozka
z punktem lezgcym na okregu bedacym brzegiem podstawy.


https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

wierzchotek

wysokosé

tworzaca \

Srodek podstawy

podstawa

promien podstawy

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Na oklejenie kartonowej czapeczki w ksztalcie stozka zuzyto 44 cm niebieskiej taSmy.
Wysoko$¢ czapeczki jest trzykrotnie wieksza od promienia podstawy. Oblicz te
wysokos¢. Przyjmij

_ 2
=

Z treSci zadania wynika, ze dtugos$¢ okregu, bedacego brzegiem podstawy stozka,
w ksztalcie ktorego jest czapeczka, jest rowny 44 cm.
Obliczmy promien r tego okregu.

2nr = 44



https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

r=7cm
Wysoko$¢ czapeczki jest trzykrotnie wieksza od promienia, czyli wynosi

3-7cm = 21 cm
Przyktad 3

W trojkacie rownoramiennym ABC kat ACB miedzy ramionami ma miare 120°, a ramie
BC ma dtugos¢ 10 dm.

Troéjkat ten obroécono wokot prostej, na ktorejlezy wysoko$¢ CD. Oblicz $rednice
podstawy tak utworzonego stozka i jego wysokos$c.

A
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kat BCD jest potowa kata ACB, ma zatem miare 60°.
Tréjkat BCD jest wigc trojkgtem prostokatnym, w ktérym jeden z katow ostrych ma
miare 60°. Z wlasnosci takiego trojkata wynika, ze

ICD| = 4$|BC|=1-10=5
BD|=1-.10-v3=5V3

Zatem wysoko$¢ stozka jest rowna 5 dm, a $rednica podstawy ma dtugo$c

2.5v/3dm = 10v/3 dm

Przekroje stozka
Przyktad 4

Przyjrzyj sie przekrojom stozka. Jaki ksztalt ma przekroéj osiowy? Jaki ksztatt ma przekroj
poprzeczny?

Dowiedz sig¢, jak nazywa si¢ figura otrzymana w wyniku przekroju stozka ptaszczyzng,
ktora nie jest ani rownolegta, ani prostopadia do podstawy.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem rownoramiennym. Podstawa tego trojkata jest
rowna Srednicy podstawy stozka, ramieg jest rowne tworzacej, a wysoko$¢ poprowadzona
z wierzchotka miedzy ramionami jest rowna wysokosci stozka.

kgt rozwarcia
stozka

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

Przekroj poprzeczny stozka jest kotem. Promien tego kola jest nie wigkszy od promienia
podstawy stozka.


https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5

Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem, w ktérym jeden z katow ma miare 160°. Znajdz
miary pozostatych katow tego trojkata.
Troéjkat bedacy przekrojem osiowym stozka jest rownoramienny. Kat o mierze 160° jest
katem rozwartym, zatem jest kagtem miedzy ramionami tego trojkata. Katy przy podstawie
trojkata rownoramiennego majg rowne miary.
Kazdy z nich jest wigc rowny

180°—160° o

——— =10
Pozostate katy trojkata s rowne 10°,10°.
Przyktad 6

Wysokos¢ stozka jest rowna 12, a Srednica podstawy ma dtugos¢ 7. W odlegtosci 5 od
wierzchotka przecigto stozek plaszczyzng prostopadia do wysokosci. Oblicz pole tak
utworzonego przekroju.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Oznaczmy:

o B- wierzcholek stozka,
e (- $rodek przekroju poprzecznego,
e |CD| = z - promien przekroju poprzecznego,



e |SA| = r - promien podstawy stozka,
o H- wysokosc¢ stozka.

Zauwazmy, ze trojkaty BCD i BSA s3 podobne na podstawie cechy podobienstwa
trojkatow kat-kat-kat. Istotnie: oba tréjkaty sa prostokatne, kat SBA jest katem wspolnym
obu trojkatow i |[<< CDB| = |< BSA| - jako katy odpowiadajace przy prostych
rownolegtych.

Zapisujemy proporcje wynikajaca z podobienstwa tych trojkatow i wyznaczamy promien
przekroju poprzecznego.

5 _ H
z 7
5 _ 12
x I
2
35

=9
Obliczamy pole przekroju.
P = mz?
P=(§)

_12%5¢ 4121
P = S5 =455

Pole przekroju stozka jest rowne 4%71

Siatka stozka

Przyktad 7

Wytnij z papieru trzy kota.

Pierwsze kolo przetnijna pot. Drugie przetnijwzdluz srednic na 4 rowne czesci.
Z trzeciego wytnij dowolny wycinek kota. Zwin wyciete figury tak, aby otrzymac
.czapeczke”.

Jaki ma ksztalt kazda z otrzymanych ,czapeczek”?




Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DbKCVKgzF
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aniamcja

Przyktad 8

Wytnij z papieru koto. Oznacz jego $rodek S, a promien r. Przetnij koto wzdtuz
promienia i zwin tak, aby promienie wyznaczone przez miejsce przeciecia pokryty sie.
Zepnij tak otrzymang powierzchnie boczng stozka.

a. Jaka jest dtugosc¢ tworzacej ?

b. Jak obliczy¢ promien podstawy?

c. Ktory z punktow kota jest wierzchotkiem stozka?

d. W jakim ksztalcie jest powierzchnia boczna stozka?

e. Z jakich figur sktada si¢ powierzchnia catkowita stozka?
Przyktad 9

Zaobserwuj, jak zmienia si¢ powierzchnia boczna stozka, gdy zmieniamy jego wysokosSc.
Jaka jest dtugo$¢ promienia podstawy stozka, a jaka tworzacej, gdy powierzchnia boczna
jest potkolem?


https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Powierzchnia boczna stozka, po roztozeniu na plaszczyznie, jest wycinkiem kotowym.
Siatka stozka sktada si¢ z kota, bedacego podstawg stozka i wycinka kota, bedacego
powierzchnig boczna.

Wazne!

L @O

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Tworzaca stozka jest rowna promieniowi wycinka kota, bedacego powierzchnig boczna
stozka .

Obwod podstawy stozka jest rowny dlugosci tuku wyznaczonego przez wycinek kota,
bedacy powierzchnig boczna.

G —
360° 27 = 27Tr

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 10


https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

Powierzchnia boczna stozka po rozwinigciu na plaszczyznie jest potkolem, ktorego
promien jest rowny 8. Oblicz wysokoS¢ stozka.
Obliczamy najpierw promien r podstawy stozka.

27-8

21r = 5

r=4

Aby obliczy¢ wysokos¢ H stozka, korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata,
ktorego boki majg dtugosci H, r, 1.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

H? 47 =

H? 4% = §?

H? =64 — 16
H? =48

H=+48 =16 -3 = 43

Wysokos$¢ stozka jest rowna 4+/3.
Przyktad 11

Podstawa stozka jest koto o promieniu r = 16 cm. Powierzchnia boczna po rozwinieciu
na plaszczyznie jest wycinkiem kota o promieniu 18 cm. Oblicz miare kata srodkowego
wyznaczajacego ten wycinek.

Obliczamy obwod podstawy stozka.

L = 2nr
L=2mr-16
L =32ncm

Oznaczmy: o - miara kata srodkowego wyznaczajgcego wycinek, bedgcy powierzchnia
boczng stozka.
Obliczamy dtugos¢ tuku wyznaczajgcego wycinek kota.



Ly = 525 -2m- 18

Ly = 1—(35T[ cm
Poréwnujemy obwod podstawy stozka i dlugos¢ tuku wycinka kota i wyznaczamy a.
R2r =77
a = 320°

Miara kata Srodkowego wyznaczajacego wycinek kota, bedacy powierzchnig boczna
stozka, jest rowna 320°.

Pole powierzchni stozka
Przyktad 12

Oblicz pole powierzchni bocznej stozka, ktora po rozwinigciu na plaszczyznie jest
wycinkiem kota o promieniu /. Promien podstawy tego stozka jest rowny r.

Pole powierzchni bocznej P, obliczymy jako pole wycinka kota. Niech o bedzie katem
srodkowym tego wycinka. Wtedy

a2
Py = 300 71

Zapisujemy i przeksztalcamy rownos¢ wynikajaca z tego, ze dtugosc tuku okregu
wyznaczonego przez wycinek jest rowna obwodowi podstawy stozka.

w0 2 mel=2-m-7
S0nl =T
a_ _r
3600 1
Stad
Pb:ﬁ-w-F:%-w-F:nrl

Pole powierzchni bocznejjest rowne mrl.
Wazne!




Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

Animacja 3D pokazuje stojace na drodze pachotki drogowe w ksztalcie stozka. Kreslone
sa krawedzie jednego pachotka - powstaje stozek, ktory nastepnie rozklada sie na siatke
stozka.

Wazne!

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DbKCVKgzF

Animacja 3D pokazuje siatke stozka, ktora nastepnie sktada sie¢ w stozek. Stozek zamienia
sie w pachotek drogowy. Na drodze stoja cztery pachotki.



https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF
https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Pole powierzchni catkowitej P, stozka o promieniu podstawy r i tworzgcej!l jest réwne
P.= P+ P,

gdzie P, - pole powierzchni bocznej, P, - pole podstawy.
Poniewaz P, = mrl, P, = 7r?, stad

P. = mirl + 7r?
Przyktad 13

Oblicz, ile dm? szkla zuzyto na wykonanie klosza do lampy, ktéry ma ksztalt stozka
0 wysokosci 400 mm i promieniu podstawy 90 mm.

Aby obliczy¢ ile dm? szkta uzyto, obliczymy pole ;powierzchni bocznej stozka, w ksztalcie
ktorego jest klosz.

Py, = nrl, gdzie r = 90 mm

Najpierw jednak , korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyznaczymy dtugos¢ tworzacej
odpowiedniego stozka.



https://zpe.gov.pl/a/DbKCVKgzF

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
I* = 400% + 90°
I* = 160000 + 8100
I* = 168100
[ =410 mm
Zapisujemy wymiary stozka w decymetrach.
r=90mm = 0,9dm
[=410mm = 4,1dm
Obliczamy pole powierzchni bocznej stozka.
P=m-09-41
P =3,69 - mdm’

Na wykonanie klosza potrzeba 3, 69 - ndm? szkta.
Przyktad 14

Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka o tworzgcej dlugosci 4,2 cm i promieniu
podstawy 2 cm.

Pole powierzchni catkowitej stozka obliczamy jako sume pola powierzchni boczneji pola
podstawy.

P.=PF+ P,
P.=7-2-42+7-22
P. =847+ 4w
P. = 12,4n cm?

Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne 12,4 - wrem?,
Przyktad 15



Pole przekroju osiowego stozka jest rowne 660. Pole podstawy wynosi 1217. Oblicz pole
powierzchni boczne;.
Pole podstawy stozka wynosi 1217, zatem promien podstawy stozka jest rowny

V121 = 11.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole przekroju osiowego to potowa iloczynu wysokosci stozka i srednicy jego podstawy.
Wiedzac, ze pole to jest rowne 660, a Srednica 2 - 11 = 22, mozna obliczy¢ wysokos¢
stozka.

H =60

Teraz musimy jeszcze wyznaczy¢ dtugos¢ tworzacej - korzystamy z twierdzenia

Pitagorasa.
?=H?+r?
2 =602 + 112
2 =37121
[ =61

Obliczamy pole powierzchni boczne;j.

Pb:'ﬂl'l
P,=n-11-61
P,=67T1-7

Pole powierzchni bocznej stozka jest rowny 671 - .
Przyktad 16

Pole powierzchni bocznej stozka jest wycinkiem kota o kacie srodkowym 72° i promieniu
15 dm.
Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka.



72°

15dm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Obliczamy pole powierzchni bocznej stozka, jako pole wycinka kota .
_ 12 1E2
Py= 557 715
Py= 1+ -m-225
Pb = 457

Teraz wyznaczamy promien r podstawy stozka.

_ 72
2nmr = 5557 27 15
1
r = 3-15
r =3dm

Obliczamy pole podstawy.
P,=m-3=9r
Dodajemy wyznaczone wartosci , obliczajac pole powierzchni catkowitej stozka.
P.=PF+ B,
P. = 457 + 97 = 54n

Pole powierzchni calkowitej stozka jest rowne 54 dm?.
Przyktad 17

Trojkat prostokatny o bokach dtugosci 5, 12, 13 obracamy wokot przeciwprostokatne;.
Oblicz pole powierzchni tak powstatej bryty.

W wyniku obrotu trojkgta wokot przeciwprostokatnej powstata bryta sktadajgca sie

z dwoch stozkow o wspolnej podstawie. Tworzace stozkOw sa rowne przyprostokgtnym
trojkata. Wiekszy stozek ma tworzacg dlugosci 12, a mniejszy ma tworzacg dtugosci 5.
Promienie podstaw obu stozkow s3a rowne.

Zauwazmy, ze promien r jest wysokoscig obracanego trojkata. Jego dlugos¢ obliczymy,
porownujac pole trojkata obliczone dwoma sposobami.



Obliczamy pole powierzchni bryly jako sume pol powierzchni bocznych dwoch stozkow.

P=rx-%.124+7-%.5

__ 7207 3007
P = 13 + 13

__ 1020
P = 3T

P=18%m

Pole powierzchni bryty jest rowne 781%71'.

Cwiczenie 1

Podaj promien r podstawy i wysokos$¢ H stozka otrzymanego w wyniku obrotu tréjkata
prostokatnego wokot krotszej przyprostokatnej. W tréjkacie tym

a. dtugosc¢ jednej z przyprostokatnych jest rowna 24, a przeciwprostokatna ma dtugosé 25
b. pole jest rowne 60, a jedna z przyprostokatnych ma dtugosé¢ 15

c. jeden z katéw ostrych ma miare 30°, a przeciwprostokatna ma dtugosé 9



Cwiczenie 2
Oblicz pole powierzchni stozka otrzymanego w wyniku obrotu tréjkata
a. rownobocznego o boku dtugosci 6 wokot prostej, na ktorej lezy jedna z wysokosci tréjkata

b. réwnoramiennego wokdét wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata miedzy
ramionami. Wysokos$¢ ta jest réwna 8, a miara jednego z katow 120°.

c. prostokatnego réwnoramiennego wokét prostej, na ktorej lezy jedna z przyprostokatnych.
Pole kota opisanego na tym trojkacie jest rowne 1007 .

Cwiczenie 3

Uzupetnij.
Pole powierzchni bocznej stozka, ktérego wysokos¢ jest rowna 12,

a. a pole podstawy jest réwne 2567, wynosi ...

b. a tworzaca ma dtugos$¢ 13, wynosi ...

c. a przekroj osiowy jest trojkatem rownobocznym, wynosi ...
Cwiczenie 4

Oblicz, ile dm? srebrnego kartonu uzyto na wykonanie 4 dekoracyjnych jednakowych choinek
. Kazda choinka ma ksztatt stozka o wysokosci 0,5 m i promieniu podstawy 1,5 dm. Wynik
podaj z doktadnoscia do 0,01 dm?.

Cwiczenie 5

Oblicz, ile cm? szkta uzyto na wykonanie szklanego klosza do lampki nocnej. Klosz ma ksztatt
stozka o promieniu podstawy 3 cm i wysokosci 10 cm.



Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
Podstawg stozka jest koto o polu 4007. Pole powierzchni bocznej jest réowne 5807 .

(] Pole przekroju osiowego wynosi 420.

(] Tworzaca jest o 9 dtuzsza od promienia podstawy.

[ ] Woysokos$¢ stozka jest o 1 wieksza od érednicy podstawy.

Cwiczenie 7

Uzupetnij tabelke.

Tabela. Dane
Przekroj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym, ktorego przyprostokatna ma dtugosé

2.

Pole podstawy Wysokosé Dtugosc¢ Pole powierzchni
stozka stozka tworzacej bocznej



Cwiczenie 8

Srednica podstawy stozka jest réwna 175, a jego wysokos¢ 70. Stozek przecieto ptaszczyzna
rownolegta do podstawy.

Srednica tak otrzymanego przekroju poprzecznego ma dtugoéé 70.

Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka, ktéry otrzymano w wyniku przekroju.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9

Oblicz pole powierzchni bocznej stozka, ktérego przekréj osiowy jest trojkatem
rownobocznym

a. o polu 16v/3 cm?
b. o obwodzie 15 cm
Cwiczenie 10

Pole powierzchni bocznej stozka jest rowne 3864, a pole podstawy 31367. Oblicz wysokosé
stozka.

Cwiczenie 11

Kat rozwarcia stozka jest rowny 120°, a tworzaca jest rowna 8. Oblicz obwéd podstawy
i wysokos¢ stozka.



Cwiczenie 12

Powierzchnia boczna stozka jest wycinkiem kota przedstawionym na rysunku. Oblicz pole
podstawy stozka.

a) b) c)

% i

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 13

Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem rownobocznym o boku dtugosci 12 cm. Oblicz pole
powierzchni bocznej stozka.

Cwiczenie 14

Pole powierzchni catkowitej stozka wynosi 1007t cm. Promien podstawy stozka ma dtugosc
5 cm. Oblicz dtugos$¢ tworzacej tego stozka.

Cwiczenie 15

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Stozek jest bryta obrotowa.

(] Przekréj stozka moze by¢ trojkatem rozwartokatnym.

(] Kazdy przekrdj stozka jest kotem.

Cwiczenie 16

Ocen prawdziwosé zdania.
Istnieje stozek, ktérego pole powierzchni bocznej jest réwne polu powierzchni jego podstawy.
Odpowiedz uzasadnij.



Cwiczenie 17

Oblicz pole catkowite powierzchni stozka, ktérego powierzchnie boczng utworzono z pétkola
o promieniu dtugosci a.

Cwiczenie 18

Koto o promieniu dtugosci 10 cm rozcieto na dwa wycinki kotowe. Jeden z wycinkéw
odpowiada katowi $srodkowemu o mierze 60°. Z kazdego wycinka utworzono powierzchnie
boczng stozka. Oblicz sume dtugosci promieni podstaw tych stozkéw.

Cwiczenie 19

Koto o promieniu dtugosci a cm rozcieto na dwa wycinki kotowe. Jeden z wycinkéw
odpowiada katowi srodkowemu o mierze o°. Z kazdego wycinka utworzono powierzchnie
boczng stozka. Oblicz sume dtugosci promieni podstaw tych stozkéw.

Cwiczenie 20

Tworzaca stozka ma dtugosé 20 cm i jest nachylona do podstawy pod katem 30°. Oblicz pole
powierzchni catkowitej stozka.

Cwiczenie 21

Kat miedzy tworzaca i wysokoscia stozka ma miare 45°. Promien podstawy stozka ma dtugos¢
5 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka.

Cwiczenie 22

Naszkicuj bryte powstatg w wyniku obrotu trapezu prostokatnego wokét jego dtuzszej
podstawy. Oblicz powierzchnie catkowita otrzymanej bryty, jesli podstawy trapezu maja
dtugosci 5 cm i 8 cm, a wysokos$¢ trapezu ma dtugosc 4 cm.



Objetos¢ stozka

Wz6r na objetosc stozka

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DBpgxRP4R
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Walec i stozek maja taki sam promien podstawy i takg samg wysokos¢.
Zaobserwuj, jak zmienia si¢ stosunek objetosci stozka do objetosci walca wraz ze zmiang

wysokosci bryt.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DBpgxRP4R
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Objetosc¢ stozka o wysokos$ci H i promieniu podstawy r wyraza si¢ wzorem

N P



https://zpe.gov.pl/a/DBpgxRP4R
https://zpe.gov.pl/a/DBpgxRP4R

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

V= %mﬁ -H
Przyktad 2

Oblicz objetosc¢ stozka, ktorego wysokos¢ jest rowna 36 cm, a promien podstawy 4 cm.
Do wzoru na objetosc¢ stozka

V = %ﬂ' .’ H
podstawiamy:
H =36 cm,r = 4 cm.
V=% 7436
V = 1921 cm?

Objetoéé¢ stozka jest rowna 192m cm?.,
Przyktad 3

Ile porcji lodow mozna otrzymac z 1 1 masy lodowe;j?

8 cm

10 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy objetos¢ masy lodowej potrzebnej do wykonania jednej porcji lodow, czyli
objetos¢ dwoch stozkow o wspolnej podstawie. Wysoko$c¢ jednego z tych stozkow jest
rowna 10 cm, a drugiego 8 cm. Promien podstawy kazdego ze stozkow jest rowny
6cm: 2= 3cm.

V=3m-32.10+ 5m-32-8
V = 30w + 247 = 54w
V ~ 54 - 3,14 = 169,56

V ~ 169,56 cm?



Na wykonanie jednej porciji lodéw potrzeba okoto 169,56 cm?® masy lodowe;.
Obliczamy teraz, ile lodow mozna otrzymac z 1 1 masy lodowe;j.
Poniewaz 11 = 1000 ml,alml = 1cm?, zatem1l = 1000 cm?.

1000 : 169,56 ~ 5,89

Z 1 1 masy lodowej mozna wykonac¢ 5 lodow.

Obliczanie objetosci stozka
Przyktad 4

Swieca wykonana z wosku o gestosci 0,9g/cm® ma mase 0,231 kg. Swieca ma ksztatt
stozka o srednicy podstawy rownej 70 mm. W czasie godziny wysokoS¢ palacej si¢ Swiecy
zmniejsza sie przecietnie o 1 cm. Swiece zapalono o godzinie 20.00. O ktorej godzinie
zgasnie ta Swieca?

Przyjmijm = 2—72

Gestos¢ wosku podana jest w g/cm?. Srednice $wiecy zapiszemy wiec w centymetrach,
a jej mase w gramach, aby ujednolici¢ jednostki.

70mm = 7cm

0,231kg = 231 ¢g

70 mm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy:
H - wysokos¢ Swiecy.
Objetos¢ V stozka, w ksztalcie ktorego jest Swieca, jest rowna

2
V-ir(3)H




Stad

V = %Hcm?’

Zapisujemy rownos¢ wynikajaca z tego, ze masa substancji to iloczyn zajmowanej przez
nig objetosci przez gestosce tej substancii.

0,9-% . H =231

Z zapisanej réwnos$ci wyznaczamy wysokos$¢ swiecy.

9 7 _
<0 & - H =231
231 _ . 231
2—0-H—231/. S0

H=20cm

W czasie godziny wysokoS¢ Swiecy zmniejsza si¢ o 1 cm, czyli Swieca bedzie palita sie 20
godzin.

Swiece zapalono o godzinie 20.00, do potnocy palita sie wiec 4 godziny i 16 godzin po
poinocy.

Swieca zgasnie o godzinie 16.00 nastepnego dnia.

Przyktad 5

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat, ktorego tworzaca jest rowna 12 dm. Pole
powierzchni bocznej stozka jest rowne 487+/5 dm?. Oblicz objetoé¢ stozka.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aby obliczy¢ objetos¢ stozka, nalezy najpierw znalez¢ wysoko$c¢ stozkai promien jego
podstawy.

Promien r podstawy stozka znajdujemy, korzystajac z tego, ze pole powierzchni bocznej
stozka jest rowne 487/ 5 dm?.

7712 = 48m/5



r = 44/5 dm

Zauwazmy, ze wysoko$c¢ stozka jest zarazem wysokoscig jego przekroju osiowego. Zatem
trojkat, ktorego boki maja dtugosci H, r, 12 (jak na rysunku), jest prostokatny.
Zapisujemy dla tego trojkgta rownos¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa i wyznaczamy
wysokos¢ stozka.

H? 4 7% = 122
H? + (4\/5)2 — 144
H? 480 = 144
H? =144 — 80
H =64
H =8dm

Obliczamy objetosc¢ stozka.

V:l-w-S-(4\/5)2

w

v

L.r.8.80

3

<

=213+ -mem

Objetos¢ stozka jest rowna 213+ - m cm®.

Przyktad 6

Element ma ksztalt walca, na ktorym umieszczony jest stozek.

Przekrojem osiowym tego walca jest kwadrat o polu 9 m?2. Objeto$¢ catejbryly wynosi
25,905 m?2. Oblicz, ile puszek farby nalezy zakupi¢, aby pomalowa¢ caty element, jezeli
zawarto$¢ jednej puszki wystarcza na pomalowanie 5m? powierzchni. Przyjmij 7 = 3,14.
Oznaczmy

e 7 - promien podstawy walca,
o H - wysoko$¢ walca,

h — wysoko$¢ stozka,

[- dlugos¢ tworzacej stozka.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekrojem osiowym walca jest kwadrat o polu 9 m?. Wynika z tego, ze dlugo$¢ boku
tego kwadratu jest rowna v/9 cm, czyli 3 cm. Wysoko$¢ walca H jest wiec rowna 3 m,
a promien jego podstawyr = 3m : 2 = 1,5 m. Objeto$¢ elementu jest réwna
sumie objetosci walca i stozka.

mr? - H + 7’ - h = 25,905
Dla ulatwienia obliczen wytgczamy z obu sktadnikow wspolne czynniki poza nawias.
mr?(H + +h) = 25,905
3,14 (1,5)°- (3 + +h) = 25,905
7,065(3 + +h) = 25,905/ : 3,14
2,25(%2) = 8,25
0,75(9 + h) = 8,25/ : 0,75
9+h=11
h=2m
Teraz , korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugosc¢ tworzacej stozka.
> =h? 412
I=1/22+(1,5) = v6,25 = 2,5
[=2,5cm

Obliczamy pole P powierzchni catkowitej elementu, czyli sume pola kota (podstawy
bryly), pola powierzchni bocznejwalca i pola powierzchni bocznej stozka.



P = 7wr? 4+ 2nr - H + mrl
P=mr(r+2H +1)
P=314-15(1,5+2-3+2,5)
P=471-10=47,1
P=471m"

Jedna puszka farby wystarcza na pomalowanie 5 m? powierzchni. Poniewaz
47,1 : 5 = 9,42, zatem nalezy kupi¢ 10 puszek farby.

Cwiczenie 1
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3

Karnisz sktada sie z trzech elementéw. Dwa elementy s3 jednakowe i kazdy z nich ma ksztatt
stozka o $rednicy podstawy 120 mm i wysokosci 8 cm. Trzeci element ma ksztatt walca

o wysokosci 2 m i $rednicy podstawy 60 mm. Oblicz, ile cm® aluminium zuzyto na wykonanie
karnisza. Przyjmij = = 3,14.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Powierzchnia boczna elementu sktadajgcego sie ze stozka i walca (jak na rysunku) jest rowna
1357. Promien podstawy walca jest rowny 5, a tworzaca stozka 13. Oblicz objetos¢ elementu.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Do szklanki w ksztatcie walca wstawiono lejek w ksztatcie stozka. Naczynia majg rowne
wysokosci i srednice.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Pojemnos¢ czesci szklanki niezajetej przez lejek jest rowna 8, zatem pojemnos¢ lejka
jest réwna 6.

(] Suma pojemnosci szklanki i lejka jest réwna a, zatem pojemnos¢ lejka jest réwna %.

(] Pojemno$¢ lejka wynosi 14 dm?, zatem pojemno$¢ szklanki jest réwna 4,2 dm?.

Cwiczenie 6

Stozek przecieto ptaszczyzna réwnolegta do podstawy, dzielgc wysokosé stozka w stosunku
1 : 2, liczac od wierzchotka. Wysoko$¢ stozka wynosi 15 cm, a jego objetos¢ 451 cm?.
Oblicz objetos¢ wiekszej z tak otrzymanych bryt (czyli stozka Scietego).

Oblicz pole powierzchni mniejszej z tak otrzymanych bryt.
Cwiczenie 7

Obracamy dwa przystajace tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych dtugosci4 cmi 3 cm
jeden wokot krétszej przyprostokatnej, a drugi wokot dtuzszej przyprostokatnej. Oblicz
objetosci otrzymanych stozkéw. Jaki jest ich stosunek?



Cwiczenie 8

Obracamy dwa przystajace trojkaty prostokatne o przyprostokatnych dtugosci a cm i b cm.
Jeden wokoét jednej przyprostokatnej, a drugi wokoét drugiej przyprostokatnej. Oblicz stosunek
objetosci otrzymanych stozkéw.

Cwiczenie 9

Obracamy dwa przystajace tréjkaty prostokatne o przeciwprostokatnej dtugosci \/5 cm.
Pierwszy wokot jednej przyprostokatnej, a drugi wokot drugiej przyprostokatnej. Otrzymane
w ten sposoéb bryty majg réwne objetosci. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tych trojkatéw.

Cwiczenie 10

Dwa stozki sg podobne w skali k. Oblicz stosunek objetosci tych stozkéw.

Cwiczenie 11

Wysokos¢ tréjkata réwnobocznego jest rowna 24/3.
Oblicz objetos¢ stozka powstatego w wyniku obrotu tego trojkata wokoét jego wysokosci.

Cwiczenie 12

Oblicz objetos¢ stozka powstatego w wyniku obrotu trojkata rownoramiennego o podstawie
dtugosci 6 cm i ramieniu dtugosci 5 cm wokoét jego wysokosci poprowadzonej do podstawy.

Cwiczenie 13

Jak zmieni sie objetos¢ stozka, gdy jego wysokos¢ zwiekszymy dwukrotnie, a promien
zmniejszymy dwukrotnie?



Cwiczenie 14

Tworzaca stozka dtugosci 5 cm jest nachylona do podstawy stozka pod katem 45°. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

Cwiczenie 15

Tworzaca stozka ma dtugosé 10 cm, a kat rozwarcia stozka ma miare 60°. Oblicz objetos¢
tego stozka.

Cwiczenie 16

Naszkicuj bryte powstatg w wyniku obrotu

a. tréjkata réwnoramiennego wokoét jego podstawy

b. kwadratu wokét jego przekatnej

Cwiczenie 17

Oblicz objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu rombu o przekatnych 12 cm i 16 cm wokét
jego krotszej przekatnej.

Cwiczenie 18

Promien podstawy stozka jest rowny r. Objetos¢ stozka jest réwna V.
Wysokos¢ tego stozka jest rowna

o O O O
4



Cwiczenie 19

Przyprostokatna tréjkata prostokatnego rownoramiennego ma dtugosé 2 cm.
Oblicz objetos¢ stozka otrzymanego w wyniku obrotu tego tréjkata wokot wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka kata prostego.

Cwiczenie 20

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu na ptaszczyznie ma ksztatt wycinka kotowego
o promieniu 4 cm, opartego na kacie srodkowym o mierze 120°. Oblicz objeto$¢ tego stozka.



Kulai sfera

Elementy kuli

Krople rosy, brytki gradu, ziarenka maku swoim ksztaltem przypominajg kule.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Jaka bryta powstanie w wyniku obrotu potkola wokot prostej, na ktorejlezy $srednica tego
potkola?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF/mMmuS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Kule mozna otrzyma¢ w wyniku obrotu potkola wokot prostej, na ktorejlezy jego Srednica
lub w wyniku obrotu kota wokot prostej przechodzacej przez jego srodek.
Wazne!


https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS

Promien tego kota to promien kuli, a sSrodek kota - Srodek kuli.
Kule w przestrzeni definiujemy podobnie jak koto na ptaszczyznie.
Definicja: Kula

Kula to zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu, zwanego
srodkiem, jest nie wieksza od dtugosci odcinka, zwanego promieniem kuli.

>

| promien E

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W przestrzeni odpowiednikiem okregu jest sfera.
Definicja: Sfera

Sfera to zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odleglo$¢ od punktu, zwanego
srodkiem, jest rowna dtugosci odcinka, zwanego promieniem sfery.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF7mMmuS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF7mMmuS
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS
https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS

Animacja

Definicja: Cieciwa sfery (kuli)

Cieciwa sfery (kuli) to odcinek o koncach lezagcych na sferze. Cieciwa przechodzaca
przez Srodek sfery (kuli), to Srednica

ks
S
|

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 1

cieciwa

Srednica

Promien kuli jest réowny 8,5 dm.

a. Okresl dtugos¢ srednicy kuli.

b. Okresl najwiekszg odlegtos¢ dwoch punktéw lezacych na sferze tej kuli.

c. Czy cieciwa tej kuli moze mie¢ dtugos¢ 16 cm, 17 cm, 18 cm?

Przekroje kuli
Przyktad 4

Przetnij pomarancze na dwie czeS$ci. Jakie ksztalty majg tak otrzymane przekroje?




Tutaj wprowadz tekst zwigzany z wersjg klasyczng (atrybut opcjonalny).

Przekrojem kuli jest koto (lub punkt). Jesli plaszczyzna przecinajgca kule przechodzi
przez jej srodek, to otrzymany przekroj nazywamy kotem wielkim kuli. Plaszczyzna ta
dzieli kule na dwie potkule.

koto wielkie

Tutaj wprowadz tekst zwigzany z wersjg klasyczng (atrybut opcjonalny).

Przyktad 5

Pole kota wielkiego kuli jest rowne 0,167 mm?. Oblicz érednice tej kuli.
Obliczamy promien r kota wielkiego kuli.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



7mr? = 0,167
r? =0,16
r=+0,16
r=0,4 mm
bo
r>0
Srednica d kuli jest rowna érednicy kota wielkiego.
d=2-04
d = 0,8 mm

Srednica kuli jest réwna 0,8 mm.
Przyktad 6

Promien kuli jest rowny 15 cm. W odlegtosci 9 cm od ptaszczyzny kota wielkiego tej kuli
poprowadzono przekrdj. Oblicz obwod tego przekroju.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aby obliczy¢ obwod przekroju, obliczymy najpierw jego promien r.

Zauwazmy, ze trojkat utworzony przez promien kuli, promien przekroju i odcinek
taczacy przekroje kuli i prostopadty do nich, jest prostokatny.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

r’ + 9% = 15
r? =225 — 81
r=+v144

r=12 cm



Obliczamy teraz obwod przekroju.
2nr = 27 - 12 = 247

Obwdd przekroju jest rowny 247 cm.

Pole powierzchni kuli

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF/mMmusS
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 7

Obierz pomarancze. Czy mozesz tak otrzymane skorki roztozy¢ ptasko na stole?
Ciekawostka

Archimedes (ok. 287 — 212 p.n.e.) byt greckim filozofem, przyrodnikiem i matematykiem.
Odkryl prawo wyporu, zwane dzisiaj prawem Archimedesa. Wynalazt miedzy innymi
organy wodne, wielokrazek, przenosnik srubowy (urzadzenie do przemieszczania
materialow sypkich lub cieczy).

Wyprowadzit wzor na obliczenie pola powierzchni kuli, wykorzystujac nowatorskie
pomysty, ktore obecnie wchodza w zakres rachunku rozniczkowego i catkowego.
Archimedes wykazal, ze pole powierzchni kuli jest czterokrotnie wigksze od pola jej kota
wielkiego.

Wazne!



https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS

Pole powierzchni kuli
Pole P powierzchni kuli o promieniu R jest rowne

P = 47R?
Przyktad 8

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DIF/mMmuS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 9

Na toczek w ksztatcie potkuli zuzyto 450 cm? filcu. Jaki obwdd ma glowa osoby, dla ktorej
go wykonano?
Obliczymy promien R potkuli, w ksztalcie ktorejjest toczek.

2rR? = 450

TR? = 225

Obliczamy obwod glowy osoby, dla ktorej wykonano toczek.

2nR = 27 - - = 30/7 ~ 301/3,14 ~ 53

Obwad glowy osoby, dla ktorej wykonano toczek, jest rowny okoto 53 cm.

Objetosc kuli


https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF/mMmusS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 10

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF/mMmuS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wazne!

Objetosc¢ kuli
Objetos¢ V kuli o promieniu R jest rowna

V= %WR?’
Ciekawostka

Objetos¢ kuli mozna obliczy¢ zgodnie z zasadg siedemnastowiecznego matematyka
wloskiego Bonaventury Cavalieriego.

Na podstawie rozwazan Cavaleriego mozna wywnioskowac, ze objetos¢ potkuli

o promieniu R jest rowna réznicy objetosci walca o promieniu podstawy R oraz
wysokosci R i objetosci stozka o promieniu podstawy R i wysokosci R.



https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS
https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 11

Kula z ciasta ma promien 1,2 dm. Ile ciasteczek w ksztalcie kulek o promieniu 2 cm
kazde mozna otrzymac z tego ciasta?
Obliczamy najpierw objeto$¢ duzejkuli ciasta.

1,2dm = 12cm

V=4m-123
V=3 1728
V = 23041 cm®

Teraz obliczamy objetoSc¢ ciasteczka.
Vo = %71‘ .23
Ve = %wcm‘o’
Obliczamy, ile ciasteczek mozna otrzymac z duzej kuli ciasta.
2304 : 22 = 2304 - = = 216

Z ciasta mozna otrzymac 216 ciasteczek.
Przyktad 12

Objetosc¢ kuli jest rowna 2887 . Oblicz pole powierzchni tej kuli.
Obliczamy najpierw promien R kuli.

%WR?’ = 288w/ : %71'
R =216
R=1/216 =6
Mozemy juz obliczy¢ pole powierzchni kuli.
P = 47 R?

P =4r .62



P =144r

Pole powierzchni kuli jest rowne 144r.

Ciekawostka

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIF/mMmusS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 2

Uzupetnij, wpisujac odpowiednie liczby.

Tabela. Dane

Pole powierzchni kuli

o promieniu 6 jest réwne o $rednicy 10 jest réwne O promieniu 0,5 jest ré


https://zpe.gov.pl/a/D1F7mMmuS

Cwiczenie 3

Promien kuli jest rowny 1% .
a. Pole kota wielkiego tej kuli jest réwne ...
b. Pole powierzchni kuli jest réwne ...
c. Objetos¢ kuli jest rowna ...

Cwiczenie 4

Igloo ma ksztatt pétkuli, ktérej promien zewnetrzny jest réwny 3 m.
Pole powierzchni zewnetrznej igloo jest réwne

1441t m?

271 m?2

181t m?

o O O O

361 m?2



Cwiczenie 5

Objetosc jednej piteczki do tenisa ziemnego wynosi 10%T[ cm?.

Srednica tej piteczki jest réwna:

(O 60 mm
(O 40 mm
() 20 mm

() 80 mm

Cwiczenie 6

Srednice wewnetrzne dwdéch doniczek wynosza odpowiednio: 42 cm i 60 cm. W ktorej
doniczce miesci sie wiecej ziemi i o ile cm? ?

Cwiczenie 7

Pole powierzchni nadmuchanego balona jest réwne 9856 cm? . lle m3 powietrza miesci sie
w tym balonie? Przyjmij m = % Wynik podaj z doktadnoscia do 0,001 m?3.

Cwiczenie 8

Do pustego akwarium w ksztatcie pétkuli wlano 4 1 wody.
Akwarium wypetnione jest teraz w 90 % woda. lle dm? szkta uzyto na jego wykonanie?



Cwiczenie 9
Zapisz, jak zmieni sie objetos¢ kuli, gdy jej promien
a. zwiekszono dwukrotnie
b. zwiekszono pieciokrotnie
c. zmniejszono dwukrotnie
d. zmniejszono trzykrotnie
Cwiczenie 10
Oblicz pole powierzchni i objetos¢ kuli, gdy
a. $rednica kuli jest rowna 10 cm
b. pole kota wielkiego jest rowne 817 dm?
Cwiczenie 11

Swieczke w ksztatcie walca przetopiono na $wieczke w ksztatcie kuli. Oblicz promien tej kuli.
Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01 cm.

18 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Promien kuli jest rowny 15 cm. W jakiej odlegtosci od ptaszczyzny kota wielkiego tej kuli
poprowadzono jej przekrdj, jesli obwadd tego przekroju wynosi 247?

Cwiczenie 13

Pole powierzchni catkowitej pétkuli wynosi 607r. Oblicz objetos$¢ i pole powierzchni catej kuli.

Cwiczenie 14

Kule o $rednicy 10 cm przecieto na dwie jednakowe czesci. Jakie pole powierzchni ma kazda
z otrzymanych potkuli ?

Cwiczenie 15

Z kuli o promieniu 5 cm odcieto czasze w odlegtosci 3 cm od $rodka kuli. Oblicz stosunek pola
powierzchni otrzymanego przekroju do pola kota wielkiego.

Cwiczenie 16

Przekrdj osiowy kuli ma pole powierzchni réwne 167. Oblicz pole P powierzchni i objetos¢ V'
tej kuli.



Cwiczenie 17

Obwéd kota wielkiego kuli jest rowny 16 7.
Jakie pole powierzchni ma ta kula?

() 2567

O 8vV3 7

O 3243«

O 24v/3

Cwiczenie 18

Koto o obwodzie 20 i obraca sie wokdt swojej Srednicy. Jakie pole ma koto wielkie otrzymanej
kuli?

Cwiczenie 19
Jaka figure otrzymamy, obracajac okrag wokot jego Srednicy?
Cwiczenie 20

Do pojemnika w ksztatcie sze$cianu o krawedzi 10 cm wtozono kulke o $rednicy 6 cm . Jaka
czes¢ pojemnosci szeScianu zajmuje kula ?

Cwiczenie 21

Do menzurki w ksztatcie walca o $rednicy podstawy réwnej 12 mm wrzucono metalowg kulke
o promieniu 2 mm . lle wody nalezy wla¢ do tej menzurki, aby kulka byta zakryta?

Cwiczenie 22

Niech VK bedzie objetoscia kuli o promieniu R, a VS objetoscia stozka o promieniu podstawy
R oraz wysokosci tez R. Oblicz stosunek VK : V.S



Cwiczenie 23

Kula i stozek maja jednakowe objetosci. Kula ma promien dtugosci 6 cm. Promien podstawy
stozka ma dtugosé 8 cm. Oblicz wysokos¢ stozka?

Cwiczenie 24

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kazdy przekrdj kuli jest okregiem.

[ ] Objetosc kuli jest proporcjonalna do szescianu promienia kuli.

[ ] Przekrdj kuli moze by¢ punktem.



Odczytywanie danych statystycznych
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zbieraniem i udostepnianiem informacji na temat wiekszosci dziedzin zycia publicznego

i niektorych stron zycia prywatnego zajmuje si¢ Glowny Urzad Statystyczny - GUS, ktorego
gléwna siedziba znajduje si¢ w Warszawie. W Polsce najwazniejsze informacje o panstwie,
jego mieszkancach, srodowisku, gospodarce i zjawiskach spotecznych sa umieszczone

w Roczniku Statystycznym, ktory wydawany jest przez GUS.

Ciekawostka

W zyciu codziennym spotykamy sie rowniez z wieloma informacjami. Dane statystyczne
moga by¢ uzyskiwane w rozny sposob: poprzez sondaze, spisy, referenda, wywiady,
badania. Przedstawiane sg one za pomoca opisu stownego, tabel, wykresow, diagramow.
Typ diagramu zalezy od rodzaju informaciji, jakg chcemy przedstawic.

Przyktad 1

W pewnym gimnazjum dokonano zestawienia liczby uczniow wszystkich klas
pierwszych, drugich oraz trzecich w podziale na dziewczeta i chlopcow.



https://zpe.gov.pl/a/D1CfNv41z

Przeanalizujmy tabele, diagramy stupkowe oraz pierscieniowe, w ktorych przedstawiono
dane dotyczace liczebnosci poszczegolnych grup klasowych.

TABELA

Klasa Liczba dziewczat Liczba chlopcow Liczba wszystkich uczniow
Ia 14 13 27
Ib 13 13 26
Ic 15 13 28
ITa 13 12 25
ITb 16 10 26
ITc 10 18 28
Il a 13 11 24
IITb 10 13 23
III c 13 14 27

Z tabeli mozna odczytac:

o dokladna liczbe dziewczat i chtopcow w poszczegolnych klasach,

o dokladna liczbe wszystkich uczniéw w poszczegolnych klasach,

o dokladnag liczbe dziewczat i chtopcow w szkole,

» dokladna liczbe wszystkich uczniéw w szkole,

» oile wiecej / oile mniejjest dziewczat lub chlopcow w kazdejklasie.

30
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N

S s

0

Ia Ib Ic ITa IIb ILE Il a Il b IIc

klasa

mliczba dziewczat  mliczba chlopcow  mliczba wszystkich uczniow

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Z diagramu stupkowego pionowego mozna odczytac, ze:

o wklasach Ia, Ic, ITa, IIb, IIla liczba dziewczat jest wieksza niz liczba chtopcéw,
« wklasach Ilc, IIIb liczba chtopcow jest wigksza niz liczba dziewczat,



w klasie Ib liczba dziewczat jest réwna liczbie chtopcow,

w Kklasie IIb liczba chlopcow jest najmniejsza w szkole,

w klasach Ilc, IIIb liczba dziewczat jest najmniejsza w szkole,

w klasach Ic, Ilcliczba wszystkich uczniow jest najwieksza w szkole,

w klasie IIIb liczba wszystkich uczniow jest najmniejsza w szkole,

w klasach Ia, Ic, IIa, IIb, Illa liczba dziewczat jest wieksza niz liczba wyrazajgca
potowe uczniow tych Kklas,

najwieksza roznica miedzy liczba chlopcow aliczbg dziewczat jest w klasie Ilc.

W diagramach pierscieniowych podano liczbe dziewczat i liczbe chtopcow

w poszczegolnych klasach.

liczba dziewczat liczba chlopcow

mla
ulb
mlc
mila
mIlIb
mIIc
mIlla
mIIlb
m ITIc

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z diagramow pierscieniowych mozna odczytac, ze:

w klasie I b liczba dziewczat jest najwieksza,

w Kklasie IIIb i Ilc liczba dziewczat jest najmniejsza,

w klasie Ilc liczba chtopcow jest najwieksza,

w Kklasie IIb liczba chlopcow jest najmniejsza,

w czterech klasach uczy si¢ jednakowa liczba dziewczat i w czterech klasach uczy
sie¢ jednakowa liczba chlopcow.

Przyktad 2

Przeanalizujmy tabele i diagram stupkowy, w ktorych przedstawiono dane dotyczace

maksymalnej glebokosci jezior w Polsce.
Zrodto: Maty Rocznik Statystyczny Polski - 2013 rok

TABELA

Nazwa jeziora (nazwa wojewodztwa) Maksymalna glteboko$¢ w metrach

Hancza (woj. podlaskie ) 108,5

Drawsko (woj. zachodniopomorskie) 79,7



Wielki Staw (woj. matopolskie) 79,3

Czarny Staw (woj. matopolskie) 76,4
Wigry (woj. podlaskie ) 73,0
Wdzydze (woj. pomorskie) 68,7
Wuksniki (woj. warminsko-mazurskie) 68,0
Babiety WIk. (woj. warminsko-mazurskie) 65,0
Morzycko (woj. zachodniopomorskie) 60,0

Z tabeli mozna odczytac:

» dokladna maksymalng gltebokos¢ kazdego z wymienionych jezior podang w metrach,
e nazwe wojewodztwa, w ktérym dane jezioro si¢ znajduje.

W diagramie stupkowym na osi pionowej zaznaczone zostaty nazwy jezior, a na osi
poziomej wartosci liczbowe, ktore okreslajg maksymalng glebokosc¢ jeziora wyrazona
w metrach.

Morzycko
Babiety WIk.
Wuksniki
Wdzydze
Wigry
Czarny Staw
Wielki Staw

nazwa jeziora

Drawsko

Hancza

0 20 40 60 80 100 120
maksymalana gtebokos¢ jeziora [m]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Z diagramu stupkowego poziomego mozna odczytac, Ze:

 najglebszym jeziorem w Polsce jest Hancza,

 zblizona gteboko$¢ majg jeziora Drawsko i Wielki Staw oraz Wdzydze i Wuksniki,

 glebokos¢ wiekszg niz 70 metrow i mniejsza niz 80 metrow maja cztery jeziora:
Drawsko, Wielki Staw, Czarny Staw, Wigry,

» glebokos¢ wieksza niz maksymalna gltebokoSc¢ jeziora Wigry maja cztery jeziora:
Hancza, Drawsko, Wielki Staw, Czarny Staw.



Przyktad 3

Przeanalizujmy tabele todygowo-listkowa i diagramy procentowe, w ktorych
przedstawiono dane dotyczgce wzrostu pewnej grupy osob.

TABELA
Wzrost uczniow w centymetrach
15 2,5,6,7,7,8 9
16 0,1,2,3,6
17 1,1,1,2,3,4,6, 7

Podczas odczytywania danych z takiej tabeli dwie pierwsze cyfry z pierwszej kolumny
traktujemy jako ,todyge” natomiast cyfry z drugiej kolumny traktujemy jako ,listki"

W tabeli tej zapisano, ze wsrod badanej grupy osob s3 osoby o nastepujacym wzroscie:

152 cm, 155 cm, 156 cm, 157 cm, 157 cm, 158 cm,159 ¢cm,160 cm,161 cm,162 cm,

163 cm,166 cm,171 cm,171 cm,171 cm,172 cm,173 cm,174 cm,176 cm,177 cm.

Z tabeli todygowo-listkowej mozna odczytac, ze:

» grupa liczyta 20 osob,

» najnizsza osoba ma 152 cm wzrostu, a najwyzsza 177 cm,
e trzy osoby maja 171 cm wzrostu,

» dwie osoby majg 157 cm wzrostu.

W diagramie kotowym podano, jaki procent 1gcznejliczby badanej grupy stanowia osoby
z nastepujacych kategorii: 150 cm — 159 cm, 160 cm — 169 ¢cm, 170 cm — 179 cm.
Diagram kotowy, w ktorym zamiast wartosci liczbowych wystepuja wartosci procentowe,
nazywamy diagramem procentowym.

m150cm-159cm ®m160cm-169cm E170cm-179 cm



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z diagramu kolowego mozna odczytac, ze:

25 % wszystkich osob stanowia osoby, ktorych wzrost nalezy do kategorii
160 cm — 169 cm,

35 % wszystkich osob stanowig osoby, ktorych wzrost nalezy do kategorii
150 cm — 159 cm,

40 % wszystkich osob stanowig osoby, ktorych wzrost nalezy do kategorii
170 cm — 179 cm,

najliczniejszg grupa osob jest grupa, ktorej wzrost nalezy do kategorii
170 cm — 179 cm,

60 % wszystkich osob stanowig osoby, ktorych wzrost nalezy do kategorii
150 cm — 169 cm.



Cwiczenie 1

W tabeli przedstawiono dane dotyczace zbioréw owocoéw, wyrazone w tysigcach ton,

w latach 2010 — 2012.
Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny Polski - 2013 rok

TABELA

2010
Zbiory owocow z drzew w tym: 2217
Jabtka 1878
Gruszki 46,5
Sliwki 83,8
Wisnie 147
Czeresnie 40,1

2011

2884

2493

62,8

91,8

175

38

2012

3286

2877

64,7

102

175

41,1

a. W przypadku ktérych owocéw pojawit sie spadek w zbiorach w latach 2010 — 2012?

b. W przypadku ktérych owocéw zaobserwowano najwiekszy, a w przypadku ktérych

najmniejszy wzrost w zbiorach w latach 2010 — 2011, oraz w latach 2011 — 2012?



c. W przypadku ktérych owocéw oraz w jakich latach nie zaobserwowano zmian
w zbiorach?

d. Podaj najwieksza i najmniejsza réznice w zbiorach owocéw w latach 2010 — 2012.



Cwiczenie 2

Na diagramie przedstawiono wyniki pomiaru masy ciata pewnej liczby dziewczat i chtopcow
w wieku 7 lat.

10
9
_ 8
8 7
‘N 6
g 5
a 4 _
S 3 |
= 0 ‘
: * i
0
19 - 20 21-22 23-24 25 - 27 28 - 29 30-31
masa [kg]

mdziewczeta wuchilopcy

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a. Jak liczna byta grupa dziewczat, a jak liczna grupa chtopcéw?

b. Jaka masa ciata wystepowata najczesciej i najrzadziej wsréd dziewczat?

c. Jaka masa ciata wystepowata najczesciej i najrzadziej wsréd chtopcow?

d. lle os6b wsréd badanych siedmiolatkéw miato mase ciata ponizej 25 kg?

e. llu chtopcéw miato mase ciata co najmniej réwna 25 kg?

f. Jaki procent wszystkich dziewczat stanowity dziewczeta, ktérych masa ciata byta
mniejsza niz 28 kg?

g. Jaki procent wszystkich oséb stanowity osoby, ktérych masa ciata byta wieksza niz 27 kg?

h. O ile procent liczba chtopcow o masie ciata wiekszej niz 23 kg i mniejszej niz 24 kg byta
wieksza niz liczba dziewczat o tej samej masie ciata?



Cwiczenie 3

Na diagramie przedstawiono wyniki sondazu, ktéry zostat przeprowadzony wsrod
przechodnioéw ulicy Spacerowej na temat znakéw zodiaku.

Koziorozec
Strzelec
Skorpion
Waga
Panna
Lew

Rak
Bliznieta
Byk
Baran
Ryby
Wodnik

znak zodiaku

0 5 10 15 20 25

liczba osob

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a. llu przechodniéw wzieto udziat w sondazu?

b. Ktéry znak zodiaku pojawiat sie w odpowiedziach przechodniéw najczesciej, a ktéry
najrzadziej?

c. Ktoére znaki zodiaku uzyskaty jednakowa liczbe odpowiedzi w sondazu?

d. Jaki procent wszystkich przechodniéw stanowig osoby spod znaku Panny, a jaki spod
znaku Ryby? Wynik podaj z doktadnoscig do 1 %.

e. Jaki procent odpowiedniego znaku zodiaku stanowi Twdj znak zodiaku? Wynik podaj
z doktadnoscia do 1 %.

30



Cwiczenie 4

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace predkosci rozchodzenia sie dzwieku w réznych
osrodkach.

20000
18000

18000

16000

14000

12000

10000

7 7

8000 000 6300

predkosc¢ [m/s]

6000

4000 3300 2500

ST 2100 I I 1500 1500
. N C

otow beton szkio diament aluminium woda

nazwa osrodka

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
a. W ktéorym osrodku dZzwiek rozchodzi sie najszybciej, a w ktérym najwolniej?

b. W ktérych osrodkach predkos¢ rozchodzenia sie dZzwieku jest okoto 3 razy mniejsza od
predkosci, jaka osigga w diamencie?

c. lle razy mniejsza jest predkos¢ rozchodzenia sie dzwieku w otowiu w poréwnaniu

z aluminium?

d. Oile procent wieksza jest predkosc rozchodzenia sie dzwieku w szkle od predkosci
rozchodzenia sie dzwieku w betonie? Wynik zaokraglij do 1 %.



Cwiczenie 5

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace gestosci réznych pierwiastkéw chemicznych.

platyna 21,45
&u zelazo
H r
g miedz
E cyna
2
= rte¢
]
S zloto
N
(]
€ srebro

otow

0 5 10 15 20

gestosc [g/cm3]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Najmniejsza gestos¢ ma cyna.

Gestosc cyny jest o okoto 66 % wieksza niz gestosc¢ platyny.

Najwiekszg gestos¢ ma platyna.

Gestos$¢ otowiu stanowi okoto 93 % gestosci srebra.

Gestos¢ ztota jest wieksza niz 20 g/m3.

Najmniejsza gestos¢ ma zelazo.

Gestos¢ rteci stanowi okoto 70 % gestosci ztota.

o o o o o o 0o O

Gestosdé srebra i otowiu jest okoto 2 razy mniejsza niz gestosé platyny.

25



(] Gestosc¢ zelaza, miedzi i cyny jest mnigjsza niz 10 g/m?’.

[ ] Najwieksza gestos¢ ma ztoto.



Cwiczenie 6

Na diagramie przedstawione sg dane dotyczace temperatury topnienia i wrzenia niektorych
substancji.

3000

2500

2000

1500

1000

500

temperatura [°C]

-500

azot chlor rte¢ woda tlen ozon  siarka  otow sod  srebro  zioto

= temperatura topnienia u temperatura wrzenia

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ocen, czy podane zdania sg prawdziwe, czy fatszywe.

Najwieksza réznice miedzy temperaturg topnienia i wrzenia ma azot.

Najmniejsza dodatnig temperature wrzenia ma sod.

Temperatura topnienia wody jest rowna 0°C.

Najwieksza réznice miedzy temperaturg topnienia i wrzenia ma ztoto.

Najwieksza réznice miedzy temperatura topnienia i wrzenia ma ztoto.

Najmniejsza ujemnga temperature topnienia ma rtec.

Temperatura wrzenia dla 4 substancji ma dodatnig wartosc¢.

Najwieksza ujemng temperature wrzenia ma ozon.

Temperatura topnienia dla 5 substancji ma ujemna wartosc.

o o o o o o o o d



C

Najwiekszg dodatnig temperature topnienia ma woda.

Najmniejsza roznice miedzy temperatura topnienia i wrzenia ma azot.

Najmniejsza réznice miedzy temperaturg topnienia i wrzenia ma tlen.

O o O

Najmniejsza réznice miedzy temperaturg topnienia i wrzenia ma azot

Cwiczenie 7

Na diagramie przedstawiono dane, wyrazone w procentach, ktére dotyczg sposobéw
wykorzystania Internetu przez osoby w wieku 17 — 74 lata.
Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny Polski - 2013 rok

Wyszukiwanie informacji dotyczacych zdrowia

Zakup towaréw i ustug

Wyszukiwanie informacji o towarach i ustugach 2012 rok
= 2011 rok
Telefonowanie przez Internet 22010 rok

Korzystanie z poczty elektronicznej

0 10 20 30 40 50 60
wartosc¢ procentowa

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ponad 50 % oséb w wieku 17 — 74 lata w 2012 roku wykorzystywato Internet do:

O wyszukiwania informacji dotyczacych zdrowia, wyszukiwania informacji o towarach
i ustugach, zakupu towaréw i ustug

() korzystania z poczty elektronicznej



Cwiczenie 8

Na diagramie przedstawiono dane, wyrazone w procentach, ktére dotyczg sposobéw
wykorzystania Internetu przez osoby w wieku 17 — 74 lata.
Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny Polski - 2013 rok

Wyszukiwanie informacji dotyczacych zdrowia

Zakup towaréw i ustug

Wyszukiwanie informacji o towarach i ustugach 2012 rok
= 2011 rok
Telefonowanie przez Internet 22010 rok

Korzystanie z poczty elektronicznej

0 10 20 30 40 50 60
wartosc¢ procentowa

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W latach 2010 — 2012 zaobserwowano najbardziej zauwazalny wzrost dla

telefonowania przez Internet, zakupu towardéw i ustug, korzystania z poczty
elektronicznej

O

() wyszukiwania informacji o towarach i ustugach



Cwiczenie 9

Na diagramie przedstawiono dane, wyrazone w procentach, ktére dotyczg sposobéw
wykorzystania Internetu przez osoby w wieku 17 — 74 lata.
Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny Polski - 2013 rok

Wyszukiwanie informacji dotyczacych zdrowia

Zakup towaréw i ustug

Wyszukiwanie informacji o towarach i ustugach 2012 rok
= 2011 rok
Telefonowanie przez Internet 22010 rok

Korzystanie z poczty elektronicznej

0 10 20 30 40 50 60
wartosc¢ procentowa

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Korzystanie z poczty elektronicznej w 2011 roku byto wieksze

0 20 % niz telefonowanie przez Internet

0 20 punktéw procentowych niz telefonowanie przez Internet

0 30 punktéw procentowych niz zakup towardéw i ustug

0 30 % niz zakup towaréw i ustug

o O O O



Cwiczenie 10

Na diagramie przedstawiono dane, wyrazone w procentach, ktére dotyczg sposobéw

wykorzystania Internetu przez osoby w wieku 17 — 74 lata.
Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny Polski - 2013 rok

Wyszukiwanie informacji dotyczacych zdrowia
Zakup towaréw i ustug
Wyszukiwanie informacji o towarach i ustugach

Telefonowanie przez Internet

Korzystanie z poczty elektronicznej

m 2012 rok
m 2011 rok
m 2010 rok

0 10 20 30 40 50
wartosc¢ procentowa

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W latach 2011 — 2012 zaobserwowano najwiekszy wzrost dla

korzystania z poczty elektronicznej

wyszukiwania informacji dotyczacych zdrowia

telefonowania przez Internet

o O O

() wyszukiwania informacji o towarach i ustugach

Cwiczenie 11
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

60



Cwiczenie 12

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace $rednich temperatur powietrza w ciggu pewnego
tygodnia w marcu.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ocen, czy podane zdania sg prawdziwe, czy fatszywe.

(] W sobote temperatura powietrza byta o 300 % nizsza niz w niedziele.

W piatek temperatura powietrza wzrosta o 50 % w poréwnaniu z temperaturg jaka
byta w czwartek.

O

W niedziele temperatura powietrza byta o 6 % wyzsza niz poprzedniego dnia.

Najnizsza temperatura powietrza byta w poniedziatek.

Najwyzsza temperatura powietrza byta w niedziele.

Od srody temperatura powietrza byta dodatnia.

O o 0o o o

W czwartek temperatura powietrza byta nizsza niz w pozostate dni tygodnia.

)



C

O 0o 0o d

RAznica miedzy najwyzsza, a najnizsza temperaturg powietrza wynosi 13°C.

W sobote temperatura powietrza zmalata o 4° C' w poréwnaniu z pigtkiem.

We wtorek temperatura powietrza wzrosta o 4° C' w poréwnaniu z poniedziatkiem.

Réznica miedzy najwyzsza, a najnizsza dodatnig temperaturg powietrza wynosi 4° C.

W ciagu catego tygodnia widoczny byt wzrost temperatury powietrza



Cwiczenie 13

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”

14
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liczba uczniow
o

6 u liczba chiopcow
4 m liczba dziewczat
2
0
2h 3h 5h
liczba godzin

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

llu ucznidéw wzieto udziat w ankiecie?

O 26

O 22

O 46

O 48



Cwiczenie 14

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle dziewczat wzieto udziat w ankiecie?

O 28

O 24

O 26

O 22



Cwiczenie 15

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”
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liczba uczniow
o

6 u liczba chiopcow
4 m liczba dziewczat
2
0
2h 3h 5h
liczba godzin

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

llu chtopcéw wzieto udziat w ankiecie?

O 28

O 22

O 26

O 24



Cwiczenie 16

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd uczniow 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle godzin dziennie na odrabianie prac domowych przeznacza najliczniejsza grupa uczniéw?

O 5h

O 3h

O 4h

O 2h



Cwiczenie 17

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle godzin dziennie na odrabianie prac domowych przeznacza grupa uczniéw, w ktorej liczba
dziewczat jest trzy razy wieksza od liczby chtopcow?

O 4h

O 5h

O 1h

O 3h



Cwiczenie 18

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktora zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle godzin dziennie na odrabianie prac domowych przeznacza grupa uczniéw, w ktorej liczba
chtopcow jest o jeden wieksza od liczby dziewczat?

O 3h

O 5h

O 2h

O 1h



Cwiczenie 19

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”

14
12

10

liczba uczniow
o

6 u liczba chiopcow
4 m liczba dziewczat
2
0
2h 3h 5h
liczba godzin

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ile procent mniej chtopcoéw niz dziewczat przeznacza na odrabianie prac domowych cztery
godziny dziennie?

O 37,5%

O 62,6%

O 67%

O 60%



Cwiczenie 20

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”

14

12

10

liczba uczniow
o

6 u liczba chiopcow
4 m liczba dziewczat
2
0
2h 3h 5h
liczba godzin

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ile procent wiecej dziewczat niz chtopcéw wzieto udziat w ankiecie?

okoto 15 %

18%

15%

o O O O

okoto 18 %



Cwiczenie 21

Na diagramie przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsréd ucznidw 111
klasy pewnego gimnazjum. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,lle godzin dziennie
przeznaczasz na odrabianie prac domowych?”

14
12

10

liczba uczniow
o

6 u liczba chiopcow
4 m liczba dziewczat
2
0
2h 3h 5h
liczba godzin

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jaki procent tacznej liczby dziewczat stanowi taczna liczba chtopcédw w grupach, gdzie liczba
dziewczat jest mniejsza niz liczba chtopcow?

O 260%

O 61,6%

O 162,5%

O 62,5%

Cwiczenie 22
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 23

W tabeli przedstawiono dane dotyczace liczby lokatoréow i mieszkan w pewnym bloku.

TABELA
Liczba mieszkan 3 6 11 5 4
Liczba lokatorow 1 2 3 4 5
w tym dzieci — — 1 — 2

a. lle jest wszystkich mieszkan w tym bloku?

b. lle jest mieszkan zajmowanych przez 4 lokatoréw?

c. lle oséb dorostych mieszka w tym bloku?

d. lle jest mieszkan zamieszkiwanych réwniez przez dzieci?

e. lle dzieci mieszka w tym bloku?



Cwiczenie 24

Diagram kotowy przedstawia procentowy podziat powierzchni lagdéw i oceanéw na Ziemi.
Zrédto: Swiat w liczbach 2008 /2009

29,20%

m powierzchnia oceanow

m powierzchnia ladow
70,80%

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na diagramach stupkowych przedstawiono dane dotyczace powierzchni poszczegdlnych
kontynentéw i oceandw wyrazone w milionach kilometréw kwadratowych.

Australia i Oceania h &,6

Antarktyka mEEEEEE————— 134
Ameryka Potudniowa SN 17,8
Ameryka Pétnocna . 24,5

Afryka . 30,3

Azja

Europa H 10,2

0 10 20 30 40 50

44,3

powierzchnia w min km?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ocean Arktyczny h 16

Ocean Indyjski

74,9
Ocean Atlantycki

Ocean Spokojny * 179,7

0 50 100 150 200

90,5

powierzchnia w min km?
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a. Jaka taczna powierzchnie zajmujg kontynenty na Ziemi?

b. Jaka taczng powierzchnie zajmujg oceany na Ziemi?

c. Jaki procent powierzchni ladéw na Ziemi stanowi powierzchnia Afryki, a jakim Europy?
Wynik podaj z doktadnoscia do 0,1 %.

d. O ile procent powierzchnia Azji jest wieksza niz powierzchnia Antarktyki? Wynik podaj
z doktadnoscia do 1 %.

e. Jaki procent powierzchni oceanéw na Ziemi stanowi powierzchnia Oceanu Arktycznego?
Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01 %.

f. O ile procent powierzchnia Oceanu Atlantyckiego jest mniejsza niz powierzchnia Oceanu
Spokojnego? Wynik podaj z doktadnoscia do 0,1 %.



Przedstawianie danych statystycznych

Przyktad 1

Wsrod wszystkich pracownikow firmy zostata przeprowadzona ankieta, ktora dotyczyta
wyrazenia opinii na temat wyjazdu na wycieczke pracowniczg w gory.

Do wyboru byly trzy mozliwe odpowiedzi: tak, nie wiem, nie. Uzyskane odpowiedzi
zostaly przedstawione w ponizszej tabeli.

tabela
Mozliwe odpowiedzi Liczba odpowiedzi
Tak 90
Nie wiem 45
Nie 15

Przedstawmy te dane na diagramach stupkowych.
100

80

60

40

liczba odpowiedzi

20

Tak Nie wiem Nie

mozliwe odpowiedzi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Tak

0 20 40 60 80 100

liczba odpowiedzi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstawmy te dane na diagramie kotowym procentowym.
W tym celu obliczmy liczbe wszystkich pracownikow firmy.

90 445 + 15 = 150

W tej firmie pracuje 150 osob.
Nastepnie obliczmy, jakim procentem wszystkich oséb pracujgcych w tej firmie sa osoby,
ktore udzielilty poszczegodlnych odpowiedzi w ankiecie.

e Odpowiedz: Tak
% ¢ 100% = 60%

e Odpowiedz: Nie wiem
- 0100% =30%
50 ® 0= 9U"%

e Odpowiedz: Nie

% 0100% =10%
Zatem 60 % osob odpowiedziato Tak, 30 % 0sob - Nie wiem, 10 % 0sob - Nie.

Nastepnie obliczmy miare katow srodkowych, ktore odpowiadaja poszczegolnym
wycinkom kotowym odpowiadajgcym poszczegdlnym rodzajom odpowiedzi.

e Odpowiedz: Tak
X 360" = 216°

e Odpowiedz: Nie wiem



2 360" = 108"

e Odpowiedz: Nie

- 0360° =36

mtak
H nie wiem

¥ nie

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Na zakonczenie pierwszego potrocza uczniowie dwoch klas pierwszych napisali test
sprawdzajacy wiedze¢ i umiejetnosci z jezyka angielskiego. Uzyskane przez nich wyniki,
w podziale na klasy, zostaty przedstawione na diagramach kotowych.
W klasie 14 do testu przystgpito 20 uczniow, w klasie 1B — 24 uczniow.

klasa 1A klasa 1B

mdop
mdst
udb

= bdb

mcel

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstawmy te dane na jednym diagramie stupkowym pionowym.
Obliczmy, ile osob otrzymato poszczegdlne oceny w kazdej klasie.

o Klasa la:

« ocena dopuszczajaca: 20% ¢ 20 = 0,2 ¢ 20 = 4
» ocena dostateczna: 10% ¢ 20 = 0,1 ¢ 20 = 2

o ocenadobra:50% 20 = 0,5 ¢ 20 = 10

e ocenabardzo dobra: 15% 20 = 0,15 20 = 3



ocena celujaca: 5% ¢ 20 = 0,05 ¢ 20 = 1

Klasa 1b:

ocena dopuszczajgca: 12,5 % 24 = 0,125 24 = 3
ocena dostateczna: 50% e 24 = 0,5 e 24 = 12
ocenadobra: 12,5% 24 = 0,12524 = 3

ocena bardzo dobra: 25% e 24 = 0,25 24 = 6

14

12

12

dop dst db bdb
mklasa 1A mklasa 1B

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 1

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace zmian temperatury powietrza w ciggu doby.

16
o
14
G 12 =
'E' 10
Z 8 @ ®
5
P e
8 4 °
g
0
0 4 12 16 20 24
godzina

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstaw te dane w postaci tabeli.




Cwiczenie 2

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace zmian temperatury powietrza w ciggu doby.

temperatura [°C]

16
14
12
10

o N b~ O

o
@
O
o
12 16 20 24
godzina

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy podane zdania sg prawdziwe, czy fatszywe

o o 0o o o o o ¢

)

O godzinie 8 i 20 zanotowano takg samg temperature powietrza.

Najnizsza temperature powietrza zanotowano o godzinie 4.

W godzinach 4 — 8 temperatura powietrza wzrostao 4°C.

Najwiekszy spadek temperatury zanotowano w godzinach 20 — 24.

Spadek temperatury nastapit dopiero po godzinie 16.

RAznica miedzy najwyzsza a najnizsza temperatura powietrza wynosi 12°C.

W godzinach 16 — 20 temperatura powietrza zmalatao 2°C.

Najnizszg temperature powietrza zanotowano o pétnocy.




Najwyzsza temperature powietrza zanotowano o godzinie 12.

Najwyzsza temperature powietrza zanotowano o godzinie 16.

W ciggu doby zanotowano pomiar temperatury powietrza 7 razy.

Najwiekszy wzrost temperatury zanotowano w godzinach 8 — 12.



Cwiczenie 3

W pewnej szkole zorganizowano zbiérke makulatury. Wszystkie klasy rywalizowaty miedzy
soba. Po zakonczonej akcji organizatorzy przygotowali zestawienie wynikow w tabeli oraz

wytonili zwyciezcéw.

TABELA
Klasa Liczba kilograméw makulatury Uwagi

Ia 380 kg

Ib 620 kg I miejsce
Ic 152 kg

ITa 510 kg IIT miejsce
ITb 448 kg

ITc 530 kg IT miejsce
IIT a 503 kg
ITb 283 kg

IMlc 175 kg

a. Przedstaw te dane na diagramie stupkowym pionowym w podziale na wszystkie klasy.

b. Przedstaw te dane na diagramie stupkowym poziomym w podziale na klasy pierwsze,
drugie, trzecie.

c. lle kilograméw makulatury zebrano podczas tej zbiorki w catej szkole?



d. Ktoére klasy sposrod kazdego poziomu klas przyniosty najmniej makulatury?

e. Czy klasy pierwsze i trzecie przyniosty tacznie wiecej makulatury niz potowa catej
makulatury zebranej w szkole?

f. O ile wiecej kilogramoéw makulatury zebrata klasa I b w poréwnaniu z kazdg z klas, ktore
zajety drugie i trzecie miejsce?

g. Jaki procent makulatury zebranej w catej szkole stanowi makulatura zebrana przez klase
ITI a? Wynik zaokraglij do 1 %.

Cwiczenie 4

Na diagramie kotowym przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsrod 80
studentow. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,Jak czesto korzystasz z Internetu?”

m kilka razy dziennie
m kilka razy w tygodniu
m kilka razy w miesigcu

" nie korzystam

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

llu studentéw korzysta z Internetu?

() 6

O 5

O 65

O 74



Cwiczenie 5

Na diagramie kotowym przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsrod 80
studentow. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,Jak czesto korzystasz z Internetu?”

m kilka razy dziennie
m kilka razy w tygodniu
m kilka razy w miesigcu

" nie korzystam

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle razy wiecej studentéw korzysta z Internetu kilka razy dziennie niz nie korzysta?

12 razy

10 razy

6 razy

o O O O

8 razy



Cwiczenie 6

Na diagramie kotowym przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsrod 80
studentow. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,Jak czesto korzystasz z Internetu?”

m kilka razy dziennie

m kilka razy w tygodniu
m kilka razy w miesigcu
" nie korzystam

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ilu wiecej studentdw korzysta z Internetu kilka razy w tygodniu niz kilka razy w miesigcu?

O 4

O 10

O 2

O 6



Cwiczenie 7

Na diagramie kotowym przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsrod 80
studentow. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,Jak czesto korzystasz z Internetu?”

m kilka razy dziennie
m kilka razy w tygodniu
m kilka razy w miesigcu

" nie korzystam

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ile procent wiecej studentdéw korzysta z Internetu kilka razy dziennie niz nie korzysta wcale?

90%

575%

57,5%

o O O O

900 %



Cwiczenie 8

Na diagramie kotowym przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsrod 80
studentow. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,Jak czesto korzystasz z Internetu?”

m kilka razy dziennie
m kilka razy w tygodniu
m kilka razy w miesigcu

" nie korzystam

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jaki procent studentéw korzystajacych z Internetu stanowig studenci korzystajacy z Internetu
kilka razy w tygodniu? Wynik zaokraglij do 0,1 %.

O 875%
() 13,5%
O 125%

O 4%



Cwiczenie 9

Na diagramie kotowym przedstawiono wyniki ankiety, ktéra zostata przeprowadzona wsrod 80
studentow. Dotyczyta ona odpowiedzi na pytanie ,Jak czesto korzystasz z Internetu?”

m kilka razy dziennie
m kilka razy w tygodniu
m kilka razy w miesigcu

" nie korzystam

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstaw te dane na diagramie stupkowym poziomym



Cwiczenie 10

W tabeli todygowo-listkowej przedstawiono dane dotyczace pomiaréw masy ciata pewnej
grupy osob.

TABELA

Masa ciata w kilogramach

4 0,1,3,6 68,8

5 1,1,4,5,8,9

6 0,2,586,777179
7 1,3, 3, 4

a. Przedstaw te dane na diagramie stupkowym pionowym oraz na diagramie kotowym,
dzielgc mase ciata badanej grupy oséb na poszczegélne kategorie:
40kg — 49kg; b0kg — 59kg; 60kg — 69kg; 70kg — 79 kg.

b. Jakie wartosci masy ciata sie powtarzaty? Ktéra z nich wystgpita najwiekszg liczbe razy?

c. lle oséb zostato poddanych badaniu masy ciata?

d. Jaki procent badanej grupy oséb stanowig osoby, ktérych masa ciata jest liczbg parzysty?

e. lle procent mniej jest oséb o masie ciata w kategorii 50 kg — 59 kg niz w kategorii 60 kg
- 79 kg?



Cwiczenie 11

W tabeli przedstawiono dane dotyczace liczby obejrzanych filméw przez cztery kolezanki:
Anie, Basie, Marte oraz Zosie w okresie trzech miesiecy.

TABELA
maj czerwiec lipiec
Ania 6 8 13
Basia 4 10 15
Marta 10 13 7
Zosia 5 7 16

a. Przedstaw te dane na jednym diagramie stupkowym pionowym.

b. Przedstaw na diagramie kotowym dane dotyczace liczby obejrzanych filméw w okresie
tych trzech miesiecy.



Cwiczenie 12

W tabeli przedstawiono dane dotyczace liczby obejrzanych filméw przez cztery kolezanki:
Anie, Basie, Marte oraz Zosie w okresie trzech miesiecy.

TABELA
maj czerwiec lipiec
Ania 6 8 13
Basia 4 10 15
Marta 10 13 7
Zosia 5 7 16

Liczba filméw obejrzanych przez wszystkie kolezanki w czerwcu stanowi okoto 33 %
liczby wszystkich obejrzanych filméw.

[ ] Najwiecej filméw obejrzata Marta.

Liczba filméw obejrzanych przez Anie stanowi okoto 26 % liczby wszystkich
obejrzanych filmow.

(] Kazda z kolezanek obejrzata najmniej filméw w maju.

Liczba filméw obejrzanych przez Anie jest o 10 % mniejsza niz liczba filmow
obejrzanych przez Marte.



O o g .

O

Najmniej filméw obejrzaty wszystkie kolezanki razem w maju.

Kazda z kolezanek obejrzata najwiecej filméw w lipcu.

Najmniej filméw obejrzata Ania.

Najwiecej filmow obejrzaty wszystkie kolezanki razem w lipcu.

Liczba filmow obejrzanych przez Anie i Basie jest rowna liczbie filméw obejrzanych
przez Marte i Zosie.

Liczba filmoéw obejrzanych przez Anie i Marte nie jest réwna liczbie filmow
obejrzanych przez Basie i Zosie.

Liczba filmow obejrzanych przez wszystkie kolezanki w maju i czerwcu jest mniejsza
niz liczba filmoéw obejrzanych w lipcu.



Cwiczenie 13

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace koloru oczu wsréd wszystkich uczniéw 30—
osobowej klasy.

m niebieski
m zielony
u piwny

m brazowy

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a. llu jest w tej klasie uczniéw, ktérzy maja bragzowe oczy?

b. O ile procent wiecej uczniéw ma oczy niebieskie niz zielone?

c. O ile procent mniej uczniéw ma oczy piwne niz bragzowe?



Cwiczenie 14

Na diagramie kotowym przedstawiono dane dotyczace wynikéw wyboréw na
przewodniczacego szkoty, w ktérych wzieto udziat 400 ucznidow.

m Julia
m Ewelina
m Bartek

m Pawel

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstaw te dane na diagramie stupkowym poziomym.

Cwiczenie 15
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace powierzchni obszaréw
o szczegoblnych walorach przyrodniczych prawnie chronionych w Polsce w 2006 roku.

obszary chronionego krajobrazu “ 6907

parki krajobrazowe [N 2515

rezerwaty przyrody [l 167

parki narodowe r 317

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

powierzchnia [w tys. ha]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstaw te dane na diagramie kotowym.



Cwiczenie 17

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace powierzchni obszaréw

o szczegoblnych walorach przyrodniczych prawnie chronionych w Polsce w 2006 roku.

obszary chronionego krajobrazu

parki krajobrazowe

rezerwaty przyrody

parki narodowe

“ 6907

I 25

l 167

r 317

15

0 1000 2000 3000

powierzchnia [w tys. ha]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4000

Rozstrzygnij, czy podane zdania sg prawdziwe, czy fatszywe.

5000

6000

7000 8000

(] Powierzchnia obszaréw chronionego krajobrazu jest mniejsza niz 7000000 ha.

0 Powierzchnia rezerwatow przyrody i parkéw narodowych stanowi okoto 7%
powierzchni obszaréw chronionego krajobrazu.

parkéw narodowych.

Powierzchnia parkéw krajobrazowych jest o okoto 74 % mniejsza niz obszarow
chronionego krajobrazu.

Powierzchnia parkéw krajobrazowych jest okoto 8 razy wieksza niz powierzchnia

0 Powierzchnia parkéw krajobrazowych stanowi mniej niz 36 % powierzchni
obszaréw chronionego krajobrazu.

0 Powierzchnia parkéw narodowych stanowi okoto 13 % powierzchni parkow

krajobrazowych.



0 Powierzchnia parkéw narodowych jest 0 90 % wieksza niz powierzchnia
rezerwatéw przyrody.

0 taczna powierzchnia obszaréw o szczegdlnych walorach przyrodniczych jest
mniejsza niz 9900000 ha.

0 taczna powierzchnia rezerwatow przyrody i parkéw narodowych stanowi 5 %
powierzchni obszaréw o szczegdlnych walorach przyrodniczych.

Powierzchnia parkéw narodowych jest okoto dwa razy wieksza niz powierzchnia
rezerwatow przyrody.

O

Cwiczenie 18

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace naktadu ksigzek i broszur
w 2006 roku.
Zrédto: Swiat w liczbach 2008 /2009

literatura pigkna % 27,8

podreczniki szkolne | 20,1
wydawnictwa popularne [N 21,9

podreczniki dla szkot wyzszych [l 1,4

wydawnictwa naukowe F 6,5

0 5 10 15 20 25 30

liczba egzemplarzy [w min]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przedstaw te dane na diagramie kotowym.



Cwiczenie 19

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace naktadu ksigzek i broszur
w 2006 roku.
Zrédto: Swiat w liczbach 2008 /2009

literatura piekna % 27,8

podreczniki szkolne [N 20,1
wydawnictwa popularne [N 21,9

podreczniki dla szkét wyzszych |l 1,4

wydawnictwa naukowe H 6,5

0 5 10 15 20 25 30

liczba egzemplarzy [w min]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle milionéw egzemplarzy wynosit naktad ksigzek i broszur ?

O 76,3

O 80

O 87,7

O 71,7



Cwiczenie 20

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace naktadu ksigzek i broszur
w 2006 roku.
Zrédto: Swiat w liczbach 2008 /2009

literatura piekna % 27,8

podreczniki szkolne [N 20,1
wydawnictwa popularne [N 21,9

podreczniki dla szkot wyzszych |l 1,4

wydawnictwa naukowe H 6,5

0 5 10 15 20 25 30

liczba egzemplarzy [w min]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ile miliondw wiekszy byt naktad ksigzek wydanych przez wydawnictwa popularne niz
naukowe?

7,7

15,4

21,3

o O O O

20,5



Cwiczenie 21

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace naktadu ksigzek i broszur
w 2006 roku.
Zrédto: Swiat w liczbach 2008 /2009

literatura piekna % 27,8

podreczniki szkolne [N 20,1
wydawnictwa popularne [N 21,9

podreczniki dla szkot wyzszych |l 1,4

wydawnictwa naukowe H 6,5

0 5 10 15 20 25 30

liczba egzemplarzy [w min]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ile procent wiekszy jest naktad podrecznikdw szkolnych niz podrecznikéw dla szkét
wyzszych?

() okoto 1436 %

() okoto 1136 %

(O okoto 930%

() okoto 1336 %



Cwiczenie 22

Na diagramie stupkowym poziomym przedstawiono dane dotyczace naktadu ksigzek i broszur
w 2006 roku.
Zrédto: Swiat w liczbach 2008 /2009

literatura piekna % 27,8

podreczniki szkolne [N 20,1
wydawnictwa popularne [N 21,9

podreczniki dla szkét wyzszych |l 1,4

wydawnictwa naukowe H 6,5

0 5 10 15 20 25 30

liczba egzemplarzy [w min]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jaki procent wszystkich ksigzek stanowig ksigzki z literatury pieknej?

okoto 25 %

okoto 32%

okoto 36 %

o O O O

okoto 8,37%



Srednia arytmetyczna i mediana zestawu danych

Zapamietaj!

1. Aby obliczy¢ srednig arytmetyczng zestawu danych, nalezy je do siebie dodac
i otrzymang sume podzieli¢ przez ich liczbe.
2. Jezeli w zestawie znajduje si¢ nieparzysta liczba wynikow, to mediang jest wyraz
znajdujacy sie na srodku uporzadkowanego rosngco zestawu.
3. Jezeli w zestawie jest parzysta liczba danych, to mediana jest rowna Sredniej
arytmetycznej dwoch srodkowych wyrazéw uporzadkowanego rosnaco zestawu.
Przyktad 1

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
https://zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
https://zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
https://zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
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Przyktad 3

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 5

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 6

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 7

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D11Tkzbmg
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Cwiczenie 1

W zestawie danych znajduje sie 11 wynikéw. Mediang uporzadkowanego rosngco zestawu
jest:

Srednia wyrazéw: czwartego, piatego i szdstego

Srednia wyrazow: piatego i szostego

o O O

Wyraz piagty

() Wyraz szésty

Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, ktore zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Jezeli zawartosc¢ jednego z czterech naczyn, w ktérych znajduje sie jednakowa ilos¢
(] ptynu, rozlejemy do trzech pozostatych, to $rednia arytmetyczna ilosci ptynu
w naczyniach zmieni sie.

Jezeli $redni wiek rodziny Tomka sktadajacej sie z rodzicow, Tomka i dwajki
(] rodzenstwa Tomka wynosi 20 lat, to $rednia wieku rodziny Tomka wraz z majaca 65
lat babcig bedzie wieksza niz 20 lat.

Jezeli jeden z pieciu wyrazéw zestawu danych zwiekszymy o 1, drugi zwiekszymy o
(] 2, trzeciiczwarty pozostawimy bez zmian, a piaty zmniejszymy o 3, to érednia
arytmetyczna tego zestawu nie zmieni sie.

0 Jezeli ptace pani Kowalskiej zwiekszymy o 10 %, a ptace pana Kowalskiego
zmniejszymy o 10 %, to $rednia ptaca panstwa Kowalskich nie ulegnie zmianie.

Cwiczenie 3
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4

Uczniowie klasy III a otrzymali na koniec roku szkolnego nastepujgce oceny z matematyki:
2,3,4,4,5,3, 2,2,4,5,5, 3, 3, 2,6, 3, 3, 4, 5, 4.
Oblicz srednig arytmetyczng i mediane ocen uzyskanych przez uczniéw tej klasy.



Cwiczenie 5

W klasie Krysi jest 20 uczniow. Pieciu z nich uzyskato z egzaminu po 30 punktéw, siedmiu po
24 punkty, czterech po 15 punktow, dwdch po 10 punktow i dwéch po 8 punktéw. W klasie
Zuzi jest 30 ucznidw. Trzech uzyskato z tego egzaminu po 30 punktéw, o$Smiu po 25 punktow,
pieciu po 20 punktow, szesciu po 15 punktéw, czterech po 12 punktéw, dwoch po 8 punktéw
i dwéch po 4 punkty. Wyznacz $rednig arytmetyczng i mediane liczby punktow uzyskanych

z egzaminu przez uczniow kazdej z klas oraz grupy sktadajacej sie ze wszystkich uczniow obu
klas.

Cwiczenie 6

Mediang zestawu danych 4, 7, 2, 8, 8, 12, 4, 3, 2, xjest liczba 5. Wobec tego:

o O O O
I



Cwiczenie 7

W tabeli podano liczby ksigzek znajdujacych sie na pétkach w szkolnej bibliotece.

tabela

Liczba ksigzek na potce 25 30 | 32 | 40 42 45 47 50 | 52 @ 64

Liczba potek 5 7 9 13 6 8 10 | 12 2 1

Oblicz srednig arytmetyczna i mediane liczby ksigzek znajdujacych sie na poétce.



Cwiczenie 8

Zapytano uczniow dwéch klas pierwszych, ile ksigzek czytajg w ciggu miesigca. Otrzymane
odpowiedzi umieszczono w tabelach:

Klasal a
tabela
Liczba ksigzek 1 2 3 4
Liczba uczniéw 14 7 2 2
Klasalb
tabela
Liczba ksigzek 0 1 2 3 4
Liczba uczniow 4 11 5 3 2

Oblicz srednig arytmetyczng i mediane ilosci ksigzek czytanych w ciggu miesigca :

a. dla kazdej z klas

b. dla grupy ztozonej z uczniéw obu klas



Cwiczenie 9

Wykres przedstawia wyniki biegu, ktory odbyt sie w czasie szkolnych zawodoéw

10
9
8

= 7
(8}
ge
= 5
£
;4
% 3
N
o 2
i
0
2 4 9 10 14 1

liczba zawodnikow

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a. Jaki byt sredni czas uzyskany w tym biegu?

b. Jaka jest mediana uzyskanych czaséw?

Cwiczenie 10

Potacz w pary zestawy liczb z pojedynczymi liczbami tak, aby $rednia arytmetyczna nowego
zestawu wyniosta 10.

5,5,6,8,10,15,17, 20 9
5,7,7,8,9,9,13,15,17, 19 1
3,3,3,4,4,5,5,5,10,12, 14, 15,18 39
4,5,7,8,8,9,12,14, 16, 18 2
5,6,6,7,8,9,9,10,14, 16, 18, 20 4

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 11

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Na wykresie przedstawiono podziat pracownikéw 50— osobowej firmy w zaleznosci od
wysokosci pensji, jakg otrzymuija.

= 2000 zi
m 2500 zi
= 3000 zt
m 5000 zi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz $rednig arytmetyczna i mediane wynagrodzenia w tej firmie.

Cwiczenie 14

Srednia wieku grupy harcerzy liczacej 15 oséb wynosi 10 lat. Srednia wieku grupy wraz
z opiekunem wynosi 11 lat. Opiekun grupy ma:

() 26lat

() 27lat

() 30lat

() 25lat



Cwiczenie 15

Srednia arytmetyczna zestawu danych: 3, 4, 4, 6, 7, 7, 8, 10, 12, 12, 15, x wynosi 8,25.
Mediang tego zestawu jest wiec liczba:

O 9

O 7

O 8

O 17,5

Cwiczenie 16

Srednia wzrostu uczniéw klasy II a liczacej 26 oséb wynosi 160 cm, a $rednia wzrostu
uczniéw klasy II b liczacej 24 osoby wynosi 158 cm. Jaka jest srednia wzrostu uczniow grupy
sktadajacej sie ze wszystkich uczniéw obu klas?

Cwiczenie 17

Ania, Pawet i Jacek przeprowadzali codzienne pomiary temperatury w ciagu trzech miesiecy:
marca, kwietnia i maja, odczytujac temperature o godzinie 12 w potudnie. Srednia temperatura
w marcu wynosita 10°C, w kwietniu 15°C, a w maju 20° C. Jaka byta $rednia temperatura

w ciggu tych trzech miesiecy?



Cwiczenie 18

W pieciu pojemnikach znajduje sie srednio po 150g cukru. Potacz w pary zdania z liczbami
odpowiadajgcymi $redniej arytmetycznej ilosci cukru w pojemnikach.

Do kazdego pojemnika dosypano po

40g cukru. 190g
Do dwéch pojemnikéw dosypano po 150
30g, a z jednego odsypano 45g cukru. &
Do trzech pojemnikéw dosypano po
153g
20g cukru.
Do zestawu dotaczono jeszcze jeden 155
pojemnik, w ktérym jest 180g cukru. &
Z jednego pojemnika przesypano do 162¢

pozostatych 100g cukru.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 19

Julka ma na $wiadectwie tréjki, czworki i piatki. Srednia ocen na $wiadectwie Julki wynosi 4,3.
lle czworek otrzymata Julka, jezeli na jej Swiadectwie jest piec pigtek i dwie trojki?



Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego

Przyktad 1

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
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Przyktad 5

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DuzPBrfYG
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Cwiczenie 1

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze podczas jednokrotnego rzutu szescienng kostka do gry
wyrzucimy liczbe oczek wieksza niz 3, wynosi:

o O O
o=

wolo

O %
3
Cwiczenie 2

Rzucamy jednokrotnie szeScienng kostka do gry. Potacz w pary nazwy zdarzen z ich
prawdopodobienstwami.

E:Wyrzucimy liczbe oczek nie wieksza

1

niz 1 3

A:Wyrzucimy nie mniej niz trzy oczka %

B:Wyrzucimy liczbe oczek podzielng 1

przez trzy 2

C:Wyrzucimy liczbe oczek bedaca 1
liczba pierwsza

D:Wyrzucimy liczbe oczek nie wieksza 2

niz szesc :

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe, wiedzac, ze dotyczg one zdarzenia
polegajacego na dwukrotnym rzucie szeScienng kostka do gry:

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze liczba oczek na pierwszej kostce jest wieksza niz
na drugiej kostce, wynosi %

0

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze suma oczek na obu kostkach bedzie liczbg
5

wieksza od 8, wynosi ¢

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze liczba oczek na pierwszej kostce bedzie
parzysta, a liczba oczek na drugiej kostce bedzie podzielna przez trzy, wynosi %.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloczyn oczek na obu kostkach bedzie liczbg

podzielng przez 3, wynosi %

O

Cwiczenie 4

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze podczas dwukrotnego rzutu moneta wyrzucimy co
najwyzej jednego orta wynosi:

vo|—

o o O O
NS

rlklr—l



Cwiczenie 5

W urnie znajduje sie 20 kul: 6 biatych, 7 czarnych, 4 zielone i 3 niebieskie. Kamila, Bartek,
Kinga i Maciek sprzeczaja sie o to, kto z nich méwi prawde.

Kamila: ,Prawdopodobienstwo, ze podczas losowania z urny dwéch kul wylosujemy kule biata
1 n

? N

Bartek: ,Prawdopodobienstwo, ze za drugim razem wylosujemy kule biatg jest mniejsze lub

lub niebieska, wynosi

réwne prawdopodobienstwu, ze wylosujemy kule czarng”.

Kinga: ,Prawdopodobienstwo, ze za drugim razem wylosujemy kule czarng, jezeli za pierwszym
T »

% .

Maciek: ,Prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kule czarng jest wieksze od tego, ze

razem wylosowalismy kule zielong, wynosi

wylosujemy kule zielong lub niebiesk3”.
Ktore z dzieci ma racje?

() Maciek
() Kinga

() Kamila
() Bartek

Cwiczenie 6

W dwoch pudetkach znajduja sie czekoladki o réznych smakach. W pierwszym pudetku jest
15 czekoladek o smaku orzechowym i 25 czekoladek o smaku toffi. W drugim pudetku jest 30
czekoladek o smaku toffii 20 czekoladek o smaku orzechowym. Marysia lubi czekoladki

o smaku toffi. Z ktérego pudetka powinna wybraé czekoladke, aby prawdopodobienstwo, ze
trafi na ulubiony smak byto wieksze?



Cwiczenie 7
Rzucamy trzy razy moneta. Przeciagnij zdarzenia A,,, n = 1...6 z dolnej sekcji do gérnej,
okreslajac ich prawdopodobienstwa.

P(An) > 5
As— wyrzucono nie wiecej niz
dwie reszki.
A;— wyrzucono co najmniej
dwa orty.

P(4,) < 1

Ag— wyrzucono dwie reszki
i jednego orta.

As— wyrzucono co najmniej
jedng reszke.

As— wyrzucono doktadnie
jedna reszke.

A,— wyrzucono same orty lub
same reszki.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

W loterii jest 100 loséw, w tym 25 wygrywajgcych. Wyznacz prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze trzecia osoba wylosuje los wygrywajacy, jezeli

a. dwie osoby przed nig kupity losy przegrywajace

b. dwie osoby przed nig kupity losy wygrywajace

c. dwie osoby przed nig kupity po jednym losie wygrywajacym i jednym losie
przegrywajacym

Ktére z tych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?




Cwiczenie 9

W pudetku znajduje sie 30 cukierkéw owocowych. lle kréwek nalezy dotozy¢ do pudetka, aby
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany z pudetka cukierek bedzie krowka, wynosito 0,67

Cwiczenie 10

Podsumowujac wyniki ankiety na temat ulubionego koloru, przeprowadzonej wéréd 120
ucznidow pewnego gimnazjum, uzyskano nastepujace wyniki: 20 % ankietowanych lubi
najbardziej kolor z6tty, 30 % kolor czerwony, 40 % kolor niebieski. Ulubionym kolorem
pozostatych ankietowanych jest kolor zielony.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

D Prawdopodobienstwo, ze ulubionym kolorem losowo wybranej osoby jest niebieski
lub zielony, jest wieksze niz to, ze ulubionym kolorem jest czerwony lub zé6tty.

0 Prawdopodobienstwo, ze ulubionym kolorem dowolnie wybranej osoby jest zo6tty,
jest dwukrotnie mniejsze od tego, ze tym kolorem jest niebieski.

Prawdopodobienstwo, ze losowo ulubionym kolorem losowo wybranej osoby

zielony wynosi %.

Prawdopodobienstwo, ze ulubionym kolorem losowo wybranej osoby sposrod
2

ankietowanych jest kolor niebieski wynosi .



Cwiczenie 11

Wsrdd biletéw do teatru zakupionych dla wycieczki znajduje sie 30 biletéw z miejscami na
parterze i 20 z miejscami na balkonie.
Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba otrzyma bilet z miejscem na parterze wynosi:

o O O
vofco

wolro

3
O %
Cwiczenie 12

Wsraéd biletéw do teatru zakupionych dla wycieczki znajduje sie 30 biletéw z miejscami na
parterze i 20 z miejscami na balkonie.

Zaktadajac, ze pierwszy z uczestnikdw wycieczki otrzymat bilet z miejscem na balkonie,
wyznacz prawdopodobienstwo, ze drugi uczestnik tez otrzyma bilet z miejscem na balkonie.

Cwiczenie 13

Przeprowadzono ankiete wsrdd 150 gimnazjalistéw, zadajac pytanie: ,Czy lubisz matematyke
i geografie?”. Wyniki ankiety byty nastepujace: 80 oséb odpowiedziato, ze lubi matematyke, 75
0s0b, ze lubi geografie, 15 oséb stwierdzito, ze lubi obydwa przedmioty. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczestnik ankiety nie lubi zadnego z tych
przedmiotow?

Cwiczenie 14

W klasie ITa 30 % uczniow klasy nalezy do klubu sportowego, a 15 % z nich trenuje lekka
atletyke. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen tej klasy trenuje lekka
atletyke?



Zabawy i gry komputerowe

Cwiczenie 1

Twoim zadaniem jest wyjechanie z parkingu samochodem z biatym krzyzem na dachu.
Samochody mozesz przesuwac do przodu i do tytu chwytajac je za niebieskie kotka.

Po rozwigzaniu tego zadania ,pomieszaj” wszystkie samochody na parkingu, a nastepnie
sprébuj rozwigzac¢ nowe zadanie, albo zaproponuj je kolezance lub koledze.

Uwaga: Przesuwajac samochody, dbaj o to, zeby nie nachodzity na siebie. ,Mieszajac” je,
mozesz je tymczasowo naktadac.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 2

Utdz czarne prostokaty i szesciokaty na planszy ztozonej z kolorowych kot tak, aby

a. na planszy pozostaty niezastoniete tylko kétka w jednym z siedmiu kolorow

b. na planszy pozostaty niezastoniete kétka, kazde w innym kolorze

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Z6tte kropki stuza do przenoszenia figury, czerwone - do jej obracania.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 3

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 4

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 5

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 6

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 7

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 8

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 9

Rozwigz zagadke arytmetyczna.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Cwiczenie 10

Rozwigz zagadke.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D728KOtCé

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D728KOtC6

Test 1

Cwiczenie 1

W ciggu dwéch ostatnich miesiecy mleko drozato dwukrotnie, za kazdym razem o0 5 %. taczna
podwyzka wyniosta:

(O wiecejniz10%
() nie wiadomo ile, bo to zalezy od poczatkowej ceny mleka.
(O mnigjniz10%
O 10%
Cwiczenie 2

62.69
(6)*

Wartos$¢ wyrazenia jest réwna

O 6
O 6
O ¢

O 6




Cwiczenie 3

Karolina ma w skarbonce 136 zt w nominatach 2 zt i 5 zt. Monet piecioztotowych jest trzy
razy wiecej niz monet dwuztotowych.

Jezeli oznaczymy przez a liczbe monet piecioztotowych oraz przez b - liczbe monet
dwuztotowych, to podane zaleznosci opisuje uktad rownan:

a=3b
O {2a—|—5b:136

b=3a
O {2a—|—5b:136

a=3b
O {5a—|—2b:136

b=3a
O {5a—|—2b:136

Cwiczenie 4

Srednia arytmetyczna liczb v/12 , \/W , \/gjest rowna:

O 4,5V3
O 33
O 3

O va



Cwiczenie 5

Srednia arytmetyczna zestawu danych: 4, 3, 6, 4, 8, 7, 10, 8, 12, 15, 8, x wynosi 8,5.
Liczba x jest réwna:

O 25
O 9
O 85

O 17

Cwiczenie 6

W pojemniku znajduje sie 27 kul biatych i 23 kule czarne. Z pojemnika wylosowano dwa razy
po jednej kuli bez zwracania. Za pierwszym razem wylosowano kule biata.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

26

(] Prawdopodobienstwo wylosowania za drugim razem kuli czarnej wynosito 19 -

(] Prawdopodobienstwo wylosowania za drugim razem kuli biatej zmalato.

Cwiczenie 7

Korzystajac z tego, ze 322 = 1024, 522 = 2704 i 32 52 = 1664, ocen prawdziwos¢
podanych zdan. Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] 1024 e 52 = 2704 e 32

(] 32e52e32e52=1664



Cwiczenie 8

Marysia przeczytata 63 strony ksiazki, czyli 15 % wszystkich stron tej ksigzki.
Ksigzka ta ma:

420 stron

460 stron

o O O

630 stron

() 400 stron

Cwiczenie 9

Kostium kapielowy kosztowat 80 zt. Cene obnizono i teraz kostium kosztuje 64 zt.
Oznacza to, ze cena kostiumu zostata obnizona o:

5%

80%

25%

o O O O

20%



Cwiczenie 10

Ktore z ponizszych réwnan nie tworzy z réwnaniem 7z + 3y = 1 sprzecznego uktadu
rownan?

O —-Tz—3y=1

(O 14z + 6y =2

O 14z + 6y = —2

(O Tz+3y=-1

Cwiczenie 11

Zmieszano 4 kg cukierkéw po 12,50 zt za kilogram i 8 kg cukierkéw po 15,20 zt za kg. Cena
1 kg tej mieszanki jest réwna:

) 14,30 zt

(O 13,85zt

O 17,16 zt

() 13,40 zt



Cwiczenie 12

Cztery pompy wypompowujg wode ze zbiornika w ciggu 16 godzin i 40 minut.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Trzy pompy pracujace z takg sama wydajnosciag wypompujg w czasie 16 godzin i 40
minut 0,75 wody znajdujacej sie w zbiorniku.

0 Pie¢ pomp pracujacych z taka samag wydajnoscig wypompuje wode z tego zbiornika
w czasie 0 3 godziny 20 minut krotszym

Cwiczenie 13

Samochdd przejechat pewnga trase w ciggu szesciu godzin, jadac ze srednig predkoscia
60 km/h.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Samochdd jadacy z predkoscia 60 km /h, przez 9 godzin pokonatby trase 1,5 razy
U dtuzsza.

0 Samochdd, ktéry pokonat te samg trase w czasie czterech godzin, jechat
z predkoscia o 30 km /h wigksza.

Cwiczenie 14

Obwadd kota jest rowny 6. Przekatna kwadratu ma dtugos¢ Vv 2. Wynika z tego, ze suma
pola kota i pola kwadratu jest rowna

O 11nw
O 12x?
(O 10mw

O 8x?



Cwiczenie 15
Miara kata (3 jest réwna

I_|
le.Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O 60°
O 70°
O 80°

O 50°

Cwiczenie 16

Obwadd prostokata jest rowny 14 cm. Przekatna dzieli prostokat na dwa tréjkaty - kazdy
0 obwodzie 12 cm. Suma dtugosci dwoch réznych bokéw prostokata jest wieksza od dtugosci
przekatnej

() o2cm
() o5cm
() o6cm

() o8cm



Cwiczenie 17

W trapezie rownoramiennym krétsza podstawa ma dtugos$¢ 10 cm. Wysokosé trapezu jest
réwna 8 cm i tworzy z ramieniem kat 45°.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

() Pole trapezu jest réwne 144 cm?.

(] Obwdéd trapezu jest wiekszy od 58 cm.

Cwiczenie 18
Punkt S jest Srodkiem kota.

I_|
le.Grafika statyczna
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Miara zaznaczonego kata jest rowna

O 110°
O 350°
() 55°

) 250°



Cwiczenie 19

Poéttora litra wody to

(O 1500 cm?®
O 0,15m?
O 0,0015 km?

() 15dm?

Cwiczenie 20

Prostokat K, ktérego boki majg dtugosci 6 m i 8 m jest podobny do prostokata M o obwodzie
42 m. Skala podobienstwa prostokata K do prostokata M jest réwna

() 1:3
O 2:3
() 4:3

O 3:2

Cwiczenie 21

W sklepie odziezowym obnizono cene spodni o 10 %, a cene marynarki o 5 %. Jacek kupit
przed obnizka cen spodnie oraz marynarke i zaptacit 360 z1, Andrzej kupit taki sam komplet po
obnizce i zaptacit o 26 zl mniej. Jaka jest cena spodni i marynarki po obnizce? lle teraz kosztuja
spodnie, a ile marynarka? Ut6z odpowiedni uktad réwnan i zapisz obliczenia.

Cwiczenie 22

Uzasadnij, ze $rednia arytmetyczna trzech kolejnych liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta.



Cwiczenie 23

Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 18 cm?. Wysoko$¢ ostrostupa
jest réowna 9 cm. Oblicz obwdd podstawy ostrostupa.

Cwiczenie 24

W prostopadtoscianie jedna ze $cian ma wymiary 4 i 5, druga 3 i 4. Oblicz pole powierzchni
catkowitej prostopadtoscianu.



Test 2

Cwiczenie 1

Zosia i Krzys przeprowadzili ankiete wérdd pewnej grupy mieszkancoéw swojego osiedla na
temat: ,Jakiego gatunku muzyki lubisz stuchaé najbardziej?” Kazdy mogt wybrac tylko jedng
odpowiedz. Wyniki przedstawia diagram. lle oséb wzieto udziat w sondzie?

® muzyka rozrywkowa

N poezja Spiewana

112 osob

m country
®jazz
Emuzyka powazna

mrock

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

) 400

O 500

O 380

O 450




Cwiczenie 2

W czterech pojemnikach znajdowato sie po 120 g wody. Rozstrzygnij, czy zdanie jest
prawdziwe, czy fatszywe.

0 Jezeli do trzech pojemnikéw dolano po 35 g wody, to Srednia masa wody
w pojemnikach wyniosta 146,75 g.

Jezeli z dwéch pierwszych pojemnikéw odlano po 20 g wody, do trzeciego dolano
(] 23, 72 g wody, a do czwartego dolano 16,28 g wody, to érednia masa wody
w pojemnikach nie zmienita sie.

Cwiczenie 3

Y &4 . . 3 3 3 3 3 . ’
Warto$é¢ wyrazenia 25 +g’4+5 +5 jest rowna

O 5
O 5
O 5

O &



Cwiczenie 4

Na diagramie przedstawiono liczbe bramek zdobytych przez pewnego pitkarza w ciggu sezonu.

liczha meczéw
w

2
1 B I
0

3 4 5

liczba bramek
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z diagramu wynika, ze
najczesciej powtarzajaca sie liczbg zdobytych bramek jest 1

mediana liczby zdobytych bramek wynosi 2

liczba meczéw w sezonie wyniosta 14

o O O O

$rednia liczba zdobytych bramek w jednym meczu wynosi 2,5



Cwiczenie 5

2 2
Wartos¢ wyrazenia \/ (6\/5) — (4\/5) jest rowna

O V76
O 6v3—-4v2
O 72

O 6v2

Cwiczenie 6

Na wycieczke szkolng zapisato sie 18 dziewczat i 10 chtopcéw. Chcemy, aby dziewczeta
stanowity 75 % liczby wszystkich uczestnikdw wycieczki. Liczba dziewczat, ktére musza sie
jeszcze zgtosi¢ na wycieczke, wynosi

O 6
O 22
O 2

O 12



Cwiczenie 7

W loterii jest 30 loséw, w tym 12 loséw wygrywajacych. Pierwsze dwie osoby biorace udziat
w loterii wylosowaty losy przegrywajace.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Trzecia osoba musiataby kupi¢ 17 loséw, aby mie¢ pewnos¢, ze przynajmniej jeden
z nich bedzie wygrywajacy.

0 Prawdopodobienstwo wylosowania przez trzecig osobe losu przegrywajacego jest
wieksze od 0,5.

Cwiczenie 8

Wskaz wyrazenie, ktérego wartosé nie jest réwna 3\/6.

O (Vo-8) - (-8-2v6)

Osx/ﬁ

O ViBes/+

O (—4\/6 - 2) + (NE+ 2)



Cwiczenie 9

Cene spodni obnizono o 70 % i spodnie kosztuja po tej obnizce 51 z}. Cena spodni przed
obnizka wynosita

170 zt

119 zt

o O O

221 zt

O 151z

Cwiczenie 10

Z wstazki o dtugosci = odcieto 10 % jej dtugosci. Pozostaty kawatek podzielono na 20
jednakowych czesci. Dtugosc jednej z tych czesci mozna opisac za pomoca wyrazenia

0,045x

0,05z

0,054z

o O O O

0,005z



Cwiczenie 11

Wiadomo, ze

a = —32-74
b= —174-3]1
c= —31-(—74)
d=32-74

Liczby uporzadkowane rosnaco to:

o O O O

Cwiczenie 12

Ktore z ponizszych réwnan tworzy z réwnaniem —8z + 10y = 4 nieoznaczony ukfad réwnan?

() 4z — by =2

O —8z+10y=—-4
O 8z — 10y =4
() 4z —5y= -2



Cwiczenie 13

W hurtowni owocéw znajdowato sie 525 kg gruszek. Pierwszego dnia sprzedano 0,6
wszystkich owocoéw, a drugiego dnia % reszty.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Pierwszego dnia sprzedano 350 kg gruszek.

(] W hurtowni pozostato 70 kg gruszek.

Cwiczenie 14
Tréjkaty ABC i BCD s3 réwnoramienne.

LI
l#.Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Miara kata « jest réwna

O 80°
O 30°
O 50°

O 60°



Cwiczenie 15

Drzewo wysokosci 12 m rzuca cien dtugosci 10 m, a rosnacy obok krzew rzuca cien dtugosci
1,5 m. Wysokos$¢ krzewu jest rowna

(O 1,8m

(O 12m

() 2m

() 8m

Cwiczenie 16

Odlegtos¢ punktéw M = (3,—10) i K = (—5,5) jest réwna

17

15

27

12

o O O O



Cwiczenie 17

Kostka do gry ma ksztatt szescianu. Przekatna tego szeScianu ma dtugos¢ 2\/3. Objetos¢
kostki jest rowna

O 8V3
O 4
O 12

O 8

Cwiczenie 18

KrawedzZ podstawy czworos$cianu foremnego jest réwna 4 cm. Pole powierzchni catkowitej
tego czworoscianu jest réwne

O 64
O 643
O 163

O 16



Cwiczenie 19

Wafel w ksztatcie stozka napetniony jest bitg Smietana.

13cm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jesli przyja¢, ze m = 3,14, to objetos¢ Smietany zawartej w stozku jest réwna

() 3140cm?®
() 300 cm?
(O 314 cm?

(O 942cm?

Cwiczenie 20

Drabina, po ktérej wspina sie kot, jest oparta o sciane na wysokosci 3 m i tworzy ze $ciang kat
60°. Dtugos$c tej drabiny jest réwna

() 5m
() 6m
(O 8m

() 4m



Cwiczenie 21

Uzasadnij, ze jesli od liczby trzycyfrowej odejmiemy sume jej cyfr, to otrzymany wynik bedzie
liczba podzielng przez 9.

Cwiczenie 22

Karol kolekcjonuje znaczki pocztowe. W jego kolekcji znajduja sie znaczki krajowe

i zagraniczne. Liczba znaczkéw zagranicznych stanowi 90 % liczby znaczkéw krajowych.
Gdyby kolekcja Karola powiekszyta sie o 10 znaczkéw zagranicznych , to miatby on w swojej
kolekcji tyle samo znaczkéw krajowych co zagranicznych. lle znaczkéw krajowych ma Karol?

Cwiczenie 23

Promien kota jest rowny 7. Przyjmij m = 2—72 i oblicz pole zacieniowanej figury.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24

Potaczono odcinkami $rodki bokéw kwadratu M. Otrzymano czworokat F'. Uzasadnij, ze pole
czworokata F' jest dwa razy mniejsze od pola kwadratu M.



Test 3

Cwiczenie 1

Srednia wieku grupy harcerzy, liczacej 15 oséb wynosi 10 lat. Srednia wieku grupy wraz
z opiekunem wynosi 11 lat. Wiek opiekuna grupy jest rowny

(O 24lata

(O 25lat

(O 20lat

() 26lat

Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Jezeli w 320 g solanki znajduje sie 48 g soli, to stezenie tej solanki wynosi 15 %.

(] W 450 g syropu o stezeniu 30 % znajduije sie 135 g wody.




Cwiczenie 3

Dane s liczby a = 3%, b = (—3)11 ,Cc= (_3)8 .d = —38.

Liczby te uporzadkowane od najwiekszej do najmniejszej to

O O ©
<

O b? d7 c?a’

Cwiczenie 4

lle sposréd podanych nieréwnosci:
V2 +45 < 5,V%+€/§< 7,\/ﬁ+ v10 > 5 ,\/7_0— V6 < 8 jest prawdziwych?

trzy
jedna

cztery

o O O O

dwie



Cwiczenie 5

Czwarta cze$¢ liczby 20 e 26 jest réwna

O 4
O 112
O 210

O 2

Cwiczenie 6

W loterii znajduje sie 30 loséw wygrywajacych i 60 loséw przegrywajacych.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Prawdopodobienstwo wylosowania losu przegrywajacego jest dwa razy wieksze niz
prawdopodobienstwo wylosowania losu wygrywajacego.

D Karol musiatby wylosowac 31 loséw, aby mie¢ pewnos¢, ze wérdd nich jest
przynajmniej jeden los wygrywajacy.



Cwiczenie 7

Paraliczb x = —2 iy = 3 jest rozwigzaniem uktadu réwnan:

O {m+y:1

2 —y=—7

O {—m+y:1

20 —y = —7

O {x+y:1

20 —y =17

—z—y=1
O {2:1:—y:—7

Cwiczenie 8

Michat i Adam wybrali sie na grzybobranie. Obaj chtopcy razem zebrali x borowikéw i o 3y
wiecej maslakow. Grzyby zebrane przez Michata stanowity 40 % liczby wszystkich grzybow.
Wyrazenie opisujace liczbe grzybow zebranych przez Adama jest postaci

() 0,4z + 1,8y
() 0,4z + 1,2y
(O 1,2z + 1,8y

() 0,6z + 1,2y



Cwiczenie 9

Liczby lezace w takiej samej odlegtosci od liczby — 5 na osi liczbowej to

O -9i9

2 . 2
O -85i—15
O -Ti-4

Cwiczenie 10

Turysta pokonat trase liczacag 5,4 km z parkingu na szczyt w ciggu 1 godziny 48 minut. Droga
powrotna zajeta mu 54 minuty.

O ile wieksza byta predkosé, z jaka turysta schodzit ze szczytu od tej, z ktérg wchodzit na
szczyt? Wybierz odpowiedz sposréd podanych.

015km/h

05,4 km/h

o5km/h

o O O O

o03km/h



Cwiczenie 11

Na wykresie przedstawiono, jak zmieniata sie cena akcji pewnej firmy od stycznia do grudnia.

cena [z] }
10

9 ®

8 [

miesigc

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pan Grzegorz kupit 50 akcji w maju, a nastepnie dokupit jeszcze 150 akcji w czerwcu.
Sprzedajac 40 % kupionych akcji we wrze$niu, a pozostate akcje w pazdzierniku pan Grzegorz

() stracit170 zt

() stracit130 zt

() zarobit 190 zt

() zarobit 170 zt



Cwiczenie 12

Funkcja jest wyrazona wzoremy = v/ — 1, gdziex > 1.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Punkt o wspétrzednych (5, 2) nalezy do wykresu funkcji.

(] Funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych.

Cwiczenie 13
Pole kwadratu ABCD jest réwne 256.

I_|
lw.Grafika statyczna
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole zacieniowanej figury jest réwne

(O 64w
O 1927
O 64(4 — )

O 16(1 —m)

Cwiczenie 14

Pole tréjkata rownobocznego jest réwne 36\/§. Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy
fatszywe.

Dwusieczne katow tego tréjkata przecinaja sie w punkcie odlegtym od kazdego
z wierzchotkéw o 2/3.

[ ] Wysoko$¢ tego tréjkata jest rowna V3.



Cwiczenie 15
Dtugos$¢ odcinka x jest rowna

I}|
l».Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O 13
O 12
O V193

O Vi3

Cwiczenie 16
Przekatne prostokata ABCD dtugosci 12 cm przecinaja sie pod katem 60°.

I}|
l».Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole tréjkata EFC jest réowne

O 36
O 723
O 453

O 36V3



Cwiczenie 17

Kat rozwarcia stozka ma miare 60°. Tworzaca stozka ma dtugosc¢ 10.
Pole powierzchni bocznej stozka jest rowne

507

25T

o O O

25m/3

() 1007

Cwiczenie 18

Obracajace sie potkole utworzyto kule o objetosci 2887. Pole powierzchni tej kuli jest réwne

727

144x

367

127

o O O O



Cwiczenie 19

W trojkat ABC wpisany jest okrag o srodku S. Miara kata SAC jest réwna 30°, a miara kata
SCA jest réwna 20°. Jeden z katéw tréjkata ABC ma miare

(O 100°

O 80°

O 70°

O 50°

Cwiczenie 20

lle wierzchotkdédw ma graniastostup, ktéry ma 45 krawedzi?

O 90

O 15

O 21

O 30

Cwiczenie 21

Uzasadnij, ze jesli w liczbie trzycyfrowej cyfra dziesigtek jest rowna sumie cyfr jednosci i setek,
to ta liczba jest podzielna przez 11.

Cwiczenie 22

W szkolnym klubie sportowym sga trzy sekcje: pitki noznej, koszykéwki i siatkdwki. Cztonkéw
sekcji pitki noznej jest o 25 % wiecej niz cztonkdw sekcji koszykdwki, ale o 20 % mniej niz
cztonkow sekcji siatkdwki, ktorych jest 50. lle oséb nalezy do sekcji koszykéwki, a ile do sekcji
pitki noznej?



Cwiczenie 23

Rysunek przedstawia siatke ostrostupa prawidtowego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest rowne 36a%. Wysokos¢ $ciany bocznej jest
réwna 4a. Oblicz pole powierzchni podstawy.

Cwiczenie 24

Srednica kota roweru Anki jest réwna 18 cali. Natomiast $rednica kota roweru Marcela
stanowi 111% % sérednicy kota roweru Anki. Oblicz skale podobieristwa wigkszego kota do
mniejszego.



Test 4

Cwiczenie 1

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Wyrazenie 7°! 4+ 7% ma wartos¢

O 492550
O 14101
O Se 750

O 7101

Cwiczenie 2

Pan Maciej wptacit do banku 2400 z} na lokate roczna. Po uptywie roku stan jego lokaty
wzrést do 2476,8 zt.
Oprocentowanie w tym banku wynosito:

() miedzy3%a3,5%
() mniejniz2,5%
() wiecejniz3,5%
O

miedzy 2,5 % a3 %




Cwiczenie 3

Srednia ocen z testu z jezyka angielskiego dla grupy I, liczacej 10 uczniéw, wynosita 4,2, a dla
grupy II, liczacej 15 uczniéw, wynosita 4,6. Srednia ocen z tego testu dla wszystkich uczniéw
z obu grup byta réwna

O 4,44
O 4,36
O 4,5

O 44

Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
V27-2v/3

Po usunieciu niewymiernosci z mianownika utamka 7 otrzymamy liczbe:

O 3-2V3

O 3v3-2

O 7

O 1



Cwiczenie 5

W pudetku znajduje sie 20 kredek zoéttych i 20 kredek czerwonych. Aby prawdopodobienstwo
wylosowania z pudetka kredki czerwonej wynosito 0,4, nalezy

Q dotozyc¢ do pudetka 10 kredek czerwonych
() zabra¢ z pudetka 8 kredek czerwonych
() dotozy¢ do pudetka 10 kredek zéttych

() zabra¢ z pudetka 8 kredek zéttych

Cwiczenie 6

lle sposrod podanych liczb:

(_

ma dodatnig wartos¢?

)75 y T (_8)—3 ) (2%)71’ (_372)_3

w|»—~

(O dwie

trzy

O
() cztery
O

jedna



Cwiczenie 7

W pierwszym kwartale $rednia cena akcji firmy " Inter" wynosita x zt, w drugim kwartale
wzrosta o 25 zt, w trzecim stanowita 120 % ceny z pierwszego kwartatu, a w czwartym
wynosita 80 zt. Ktére z wyrazen przedstawionych ponizej opisuje $rednig cene akcji firmy
"Inter" w ciggu roku?

O 2,2x + 105
) 3.2x + 105
O 0,8x + 26,25

) 0,55x + 26,25

Cwiczenie 8

Rozwiniecie dziesietne utamka aes wynosi 0,2(458).

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Na 40 miejscu po przecinku tego rozwiniecia znajduje sie cyfra:

O 5
O 2
O 8

O 4



Cwiczenie 9

W dwadch pudetkach znajdujg sie 64 kule. Jezeli z pierwszego pudetka przetozymy do drugiego

% liczby kul, ktére sie w nim znajduja, to w obu pudetkach bedzie taka sama liczba kul. lle kul
jest w pierwszym pudetku?

O 38
O 58
O 32

O 36

Cwiczenie 10

Czapka i dwa szaliki kosztuja razem 90 zt. Cena czapki jest wyzsza od ceny szalika o 20 zl.
Ktérego uktadu rownan nie mozna wykorzystaé¢ do wyznaczenia ceny czapki i szalika?

o
O { +2yy_—2900
O { +2;/ _2900
O { 2y;2900



Cwiczenie 11

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

Dana jest funkcja okreslona wzorem f(z) = 5_§0$ . Miejscem zerowym tej funkcji jest liczba:

O 1

O —10

O 0,5

O 2

Cwiczenie 12

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma dtugos¢ 6. Miara kata ostrego tego trojkata
jest rowna 45°. Pole tego tréjkata jest

(] mniejsze od 10

(] wiekszeod 15

(] wieksze od 25

(] wiekszeod 3



Cwiczenie 13

Przyrzad w ksztatcie walca o Srednicy 40 cm i wysokosci 60 cm wyréwnuje trawnik. lle
metréw kwadratowych powierzchni trawnika zostanie wyréwnanych, jezeli walec obréci sie
dwa razy? Wybierz najlepsze przyblizenie.

() okoto 1 m?
() okoto 0,4 m?
() okoto 0,7 m?

() okoto 0,8 m?

Cwiczenie 14

Jeden z bokéw trapezu jest zarazem wysokoscia tego trapezu. Najwiekszy kat wewnetrzny
trapezu jest cztery razy wiekszy od najmniejszego. R6znica miar tych katow jest réwna

O 108"
O 120°
O 72

O 90°



Cwiczenie 15

Dtugosci bokow trojkata s réwne 40, 41, 9. Obwdd okregu opisanego na tym tréjkacie jest
rowny

O 20mw
(O 36w
O 82«

(O 4in

Cwiczenie 16

Pole powierzchni catkowitej szescianu wynosi 1. Objeto$¢ tego szeécianu jest rowna
O %

O ¥

O 6v6

O

V6



Cwiczenie 17

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym sciany boczne sg kwadratami. Suma dtugosci
krawedzi graniastostupa jest réwna 18\/5. Pole sciany bocznej jest rowne

O 92
O 18
O 8

O 6

Cwiczenie 18

Stosunek pola powierzchni bocznej walca do pola jego przekroju osiowego jest rowny
O 4
O 2

(O 2w



Cwiczenie 19

Punkt P jest srodkiem kota.

Pole zacieniowanej na zielono figury jest réwne 33,757. Wynika z tego, ze promien kota jest
rowny

O 2,25

O 45

O 18

O 9

Cwiczenie 20

Jesli od sredniej arytmetycznej wieku Adama i Kamila, wyrazonej w latach, odejmiemy 1, to
otrzymamy wiek Macka. Jesli od sredniej arytmetycznej wieku Adama i Macka, réwniez
wyrazonej w latach, odejmiemy 4, to otrzymamy wiek Kamila. Oblicz réznice wieku miedzy
Mackiem a Kamilem.



Cwiczenie 21

Dziatka Marcela ma ksztatt prostokata, ktérego jeden bok ma dtugosé 20 m. Pole powierzchni
dziatki jest rowne 3 ary. Oblicz obwéd prostokata przedstawiajgcego plan dziatki w skali 1 : 50

Cwiczenie 22

Czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem. Dwusieczna kata ADC przecina bok AB
w punkcie E, natomiast prosta, na ktorej lezy bok BC w punkcie F'. Uzasadnij, ze trojkat EFB
jest rownoramienny.

Cwiczenie 23

Trzy kule o promieniach dtugosci 2 cm, 3 cm, 4 cm przetopiono, tworzac jedna kule. Oblicz
promien tej kuli. Wynik podaj z doktadnoscia do jednego miejsca po przecinku.



Test 5

Cwiczenie 1

Podczas pracy klasowej Ania btednie rozwiagzata 4 zadania, ktére stanowity 25 % zadan
rozwigzanych poprawnie.
Liczba wszystkich zadan na pracy klasowej byta rowna

24

20

o O O

16

O 12

Cwiczenie 2

Funkcja jest wyrazona wzorem y = —2x + 5.
Miejscem zerowym tej funkcji jest liczba




Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji.

I_|
le.Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Rozstrzygnij, czy zdanie jest
prawdziwe, czy fatszywe.

0 Miejscem zerowym funkgcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku, jest punkt
o wspétrzednych (—2, 0).

(] Wzor funkciji, ktérej wykres jest przedstawiony na rysunku, to y = 2z + 4.

Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Liczba 271° jest od liczby 271

() 16 razy wieksza
() 8razy mniejsza
() 16 razy mniejsza

() 8razy wieksza



Cwiczenie 5

W pierwszym tygodniu w hurtowni owocéw cytrusowych sprzedano a kilograméw
pomaranczy po b zt za kilogram. W nastepnym tygodniu cene kilograma pomaranczy obnizono
o 4 zti wtedy sprzedano o 250 kg pomaranczy wiecej niz w pierwszym tygodniu. Ktére
wyrazenie opisuje zysk uzyskany przez hurtownie ze sprzedazy pomaranczy w ciggu dwéch
tygodni?

2ab + 4a + 2500 + 1000

ab + 4a —250b — 1000

o O O

ab — 4a — 2506—-1000

(O 2ab— 4a + 250b— 1000

Cwiczenie 6

Ktore dziatanie zostato wykonane btednie?

O 143 '=3)"+31=3+1-3

|

() 8le32=3'e32=32=9

O v4:2 =\/Z:\/2—5=2:5:%

O V5e¥/125=V5e5=5



Cwiczenie 7

Cena brutto = cena netto + podatek VAT
Cena brutto towaru jest rowna 1525,2 zt. Jezeli podatek VAT wynosi 23 %, to cena netto tego
towaru jest réowna:

() 1876 zt
O 21948z
() 1240 zt

() 285,27k

Cwiczenie 8

r=y—2
Rozwigzaniem uktadu réwnan {3 Y 6 jest jedna para liczb.
€Tr — y g

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Nie, poniewaz jest to uktad oznaczony.
Nie, poniewaz jest to uktad sprzeczny.

Tak, poniewaz jest to uktad sprzeczny.

o O O O

Tak, poniewaz jest to uktad nieoznaczony.



Cwiczenie 9

Jezeli liczba 42 jest o 50 % wieksza od liczby x, to liczba  wynosi:

63

56

o O O

28

O 14

Cwiczenie 10

Samochdd, ktéry spala 4,5 litra benzyny na 100 km, przejechat pewna trase z predkoscia
80 km /h w ciagu 45 minut. Litr benzyny kosztuje 5,2 zk.

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac¢ zdanie prawdziwe.

Benzyna, ktora spalit samochdd na tej trasie, kosztowata:

23,4 7k

14,4 zt

14,04 zt

o O O O

18,72 7t



Cwiczenie 11

Na poczatku roku szkolnego w sekcji karate szkolnego klubu sportowego byto 12 chtopcow
i nie byto zadnej dziewczynki. W ciggu roku do sekcji zapisato sie kilka dziewczynek i wtedy
okazato sie, ze chtopcy stanowia 75 % wszystkich cztonkow sekgiji.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Gdyby do sekcji zapisaty sie o 2 dziewczynki wiecej, to stanowityby 33 % wszystkich
cztonkéw tej sekciji.

(] Do sekcji zapisaty sie 4 dziewczynki.

Cwiczenie 12

Szescienny klocek o krawedzi dtugosci 2,5 cm wazy 75 g. Dtugo$¢ krawedzi szedcianu
wazacego 16,2 g, wykonanego z tego samego materiatu, jest rowna

(O 1,5cm
() 1,25cm

() 0,5cm

() 2 cm



Cwiczenie 13

Pawet jest o 4 lata starszy od Gawta. Dwa lata temu byt od niego trzy razy starszy.
Jezeli oznaczymy przez p wiek Pawta obecnie, a przez g - wiek Gawta obecnie, to podane
zaleznos$ci opisuje uktad rownan:

O {p=g+4

p—2=3g

p-—g=4
O{p—2=3(g—2)

g=p+4

O{p—2=3(g—2)

O { p—g=4

p—2=3g9—2

Cwiczenie 14

Wykres przedstawia zaleznos¢ liczby linijek tekstu przepisanych przez Joasie na komputerze
od czasu przepisywania wyrazonego w minutach.

I_'
le.Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Podczas przepisywania tekstu Joasia zrobita przerwe, ktéra trwata p6t godziny.

(] W ciagu 1% godziny Joasia przepisata 120 linijek tekstu.



Cwiczenie 15

Na tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym opisano okrag o promieniu 2. Pole tego trojkata
jest rowne

O 16v2
O 8
() 16

O 4

Cwiczenie 16

Balon ma ksztatt kuli, ktérej koto wielkie ma obwdd 407 cm. Objetos¢ powietrza zawartego
w balonie jest réwna okoto

0,32 dm?®
32 dm?

3,2 dm?

o O O O

320 dm?



Cwiczenie 17
Proste p i r s3 rownolegte.

L.|
l».Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar katéw zaznaczonych kolorem zielonym jest réwna

O 120
O 150
O 90

) 180

Cwiczenie 18

Bok kwadratu ma dtugos¢ 44/2. Przekatna tego kwadratu jest rowna

O 4
O 8
O 4v2+4

O 8V2



Cwiczenie 19

Punkty A = (2,1) i B= (—6, — 3) leza na prostej p. Na prostej p lezy tez punkt
0 wspotrzednych

O (-1,-2)
O (1,0)
O (0, 3)

O (_27 _1)

Cwiczenie 20

W konkursie na najlepiej zaprojektowane logo szkoty wzieto udziat 97 uczniéw, ktérzy
pracowali w parach lub grupach trzyosobowych. Wszystkich grup (dwu — lub trzyosobowych)
byto 36. lle oséb pracowato w parach, a ile w grupach trzyosobowych?

Cwiczenie 21

Wazon ma ksztatt walca o $rednicy 6 cm. Wysoko$¢ wazonu jest rowna 28 cm. Do wazonu
nalano wody, ktéra siega do % wysokosci. Oblicz, ile cm® wody znajduje sie w wazonie.
Wynik podaj z doktadnoscia do jednego miejsca po przecinku.

Cwiczenie 22

W trapezie trzy boki sg rowne i kazdy z nich ma dtugos$c¢ a. Uzasadnij, ze trzeci bok nie moze
mie¢ dtugosci 3a.

Cwiczenie 23

W tréjkacie EW A wysoko$é WK jest réowna 4. Wysoko$¢ ta dzieli bok EA na dwa odcinki
takie, ze odcinek KA jest trzy razy dtuzszy od odcinka EK. Pole tréjkata WKA jest o 24
wieksze od pola tréjkgta WKE. Oblicz dtugos¢ odcinka KE .



Test 6

Cwiczenie 1

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

Wartos¢ wyrazenia +/ 122 +92 + \/? — \/3_2 WYynosi

O 25
O 17
O 24

O 12

Cwiczenie 2

Kilogram jabtek kosztuje x z}, kilogram gruszek kosztuje o 2 zt wiecej niz kilogram jabtek,
a cena kilograma éliwek stanowi 80 % ceny kilograma jabtek.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe?

(] Dwa kilogramy gruszek sg o 0,4z drozsze od dwoch kilograméw $liwek.

0] Za dwa kilogramy jabtek, trzy kilogramy gruszek i kilogram sliwek zaptacimy
5,8x + 6zt




Cwiczenie 3

Ktore dziatanie zastato wykonane btednie?

.5° @33 =153

1. 5% @ 33 = 156

N.5%e3% =152 e5

IV.5% 3% = 83

IIiIv

tylko I1

ITi III

o O O O

tylko III



Cwiczenie 4

Samochdd pokonuje pewna trase, jadac z predkosciag 60 km /A w ciagu 15 minut. Czy
prawdziwe jest zdanie: Gdyby samochod zwiekszyt swoja predkos¢ do 90 km /h, to czas
przejazdu skrécitby sie do 10 minut.

O Nie, poniewaz predkosc i czas, w jakim samochdd pokonuje dang trase, sa
wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, wiec ich iloraz jest staty.

O Nie, poniewaz predkosc i czas, w jakim samochdéd pokonuje dang trase, sa
wielko$ciami wprost proporcjonalnymi, wiec ich iloczyn jest staty.

Tak, poniewaz predkos¢ i czas, w jakim samochéd pokonuje dang trase, sa
wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, wiec ich iloczyn jest staty.

Tak, poniewaz predkos¢ i czas, w jakim samochéd pokonuje dang trase, sa
wielkosciami wprost proporcjonalnymi, wiec ich iloraz jest staty.

O

Cwiczenie 5

Niechx —y = 2v/2.
Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Wartos¢ wyrazenia z — y + (z — y)° + (z — y)* wynosi

O 18V2+38
O 16vV2+10
O 6v2+4

(O 18+ 82



Cwiczenie 6

Ze zbiornika o pojemnosci 3,4 litra napetnionego woda odlano 0,085 litra wody. Jaki procent
wody pozostat w zbiorniku?

97,5%

2,5%

o O O

5%

O 25%

Cwiczenie 7

Kinga kupita spodnice i zakiet, za ktére zaptacita 138 zl. Zakiet byt o 40 % drozszy od spédnicy.
Dokoncz zdanie tak, aby otrzymacd zdanie prawdziwe.
Spddnica, ktérg kupita Kinga, kosztowata ...

55,2 7

82,8 zt

86,25 zt

o O O O

57,5 zt



Cwiczenie 8

Roztwdér wodny soli kuchennej nazywamy solanka.
Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Aby otrzymac solanke o stezeniu 20 %, nalezy rozpusci¢ ...

9 g soli w 41 g wody

15 g soli w 45 g wody

o O O

7,5 g soliw 42,5 g wody

() 17,5 gsoliw 30 g wody

Cwiczenie 9

r—2y=3
Rozwigzaniem uktadu réwnan {5 Y 6 jest para takich liczb, ktérych suma jest réwna
xr — y g

O 1
O 0
O -2

O 2



Cwiczenie 10

Karolina, ktoéra zajeta pierwsze miejsce w konkursie matematycznym, uzyskata 150 punktow.
Michat, ktéry zajat drugie miejsce w tym konkursie, zdobyt o 20 % punktéw mniej niz Karolina,
a Agnieszka, ktéra zajeta trzecie miejsce, zdobyta o 20 % punktéw mniej niz Michat.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe?

(] Agnieszka zdobyta o 40 % punktéw mniej niz Karolina.

(] Agnieszka otrzymata 96 punktéw.

Cwiczenie 11
Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji.

l=.Grafika statyczna
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe?

(] Dlaargumentu (—3) funkcja przyjmuje wartos¢ (—2).

(] Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw wiekszych od (—2).

Cwiczenie 12

Funkcja jest wyrazona wzorem: y = %x —2.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe?

(] Dlaargumentu —2 funkcja przyjmuje wartos$¢ — 3,5.

()] PunktP = (6,5) nalezy do wykresu funkcji.



Cwiczenie 13

y—z=29
50 %x + 20 %y = 13
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe?

Dany jest uktad réwnan {

0 Jezeli oznaczymy przez x cene dtugopisu, a przez y cene ksiazki, to ksigzka kosztuje
16 zi, a dtugopis 25 zt.

0 Réznica dwadch liczb jest rowna 9. Suma potowy mniejszej liczby i pigtej czesci
wiekszej liczby jest réwna 13.

Cwiczenie 14

W rombie ABCD poprowadzono przekatne. Krotsza przekatna AC dzieli romb na dwa
trojkaty - kazdy o obwodzie 16. Dtuzsza przekatna BD dzieli romb na dwa trojkaty - kazdy
o obwodzie 18. Suma dtugosci tych przekatnych jest réwna 14. Przekatna AC ma wiec
dtugosc¢

O 8
O 2
O 5

O 6



Cwiczenie 15

W trapezie rownoramiennym podstawy maja dtugosci 6cm i 14 cm. Wysokos$¢ trapezu jest
rowna 4\/§. Miara kata miedzy ramieniem a wysokoscig trapezu jest réwna

O 90°
O 30°
O 45°

O 60°

Cwiczenie 16

Promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczny jest réwny 4 cm.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe?

(] Promien okregu opisanego na tréjkacie jest rowny 8 cm.

(] Dtugosé boku trojkata jest réwna 8v/3 cm.

Cwiczenie 17

Prostokat W jest podobny do prostokata Z w skali 3 : 4. Boki prostokata W sg réwne 5 dmi
6 dm. Pole prostokata Z jest réwne

O 535
O 425
O 40

O 60



Cwiczenie 18

Objetosc¢ szescianu wynosi 125. Przekatna $ciany szescianu jest réwna

O 25
O 2,5v2
O 5v2

O 100

Cwiczenie 19

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym. Stosunek pola powierzchni bocznej
tego stozka do pola podstawy jest rowny

O 2
O =
O 4

O 27



Cwiczenie 20

Pole réwnolegtoboku jest réwne 20. Boki réwnolegtoboku maja dtugosci 10 i 4. Suma dtugosci
wysokosci rownolegtoboku wynosi

O 5

O 12

O 2

O 7

Cwiczenie 21

Uzasadnij, ze liczba podzielna przez 6 i podzielna przez 35 jest podzielna przez 10.

Cwiczenie 22

W tréjkacie prostokagtnym przeciwprostokatna ma dtugosc 50. Stosunek dtugosci
przyprostokatnych jest réwny 7 : 24. Oblicz pole kota wpisanego w ten troéjkat.

Cwiczenie 23

Dtugosé krawedzi czworoscianu foremnego zmniejszono dwukrotnie. Oblicz, o ile procent
zmniejszyto sie pole tego czworoscianu.

Cwiczenie 24

Kwadrat obrécono wokét jednego z bokdw, otrzymujac bryte, ktérej objetosé wynosi %

Oblicz pole powierzchni bocznej tej bryty.



Stowniczek

Definicja: Cieciwa sfery (kuli)

Cieciwa sfery (kuli) to odcinek o koncach lezgcych na sferze. Cieciwa przechodzaca
przez srodek sfery (kuli), to Srednica

cieciwa

Srednica

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Twierdzenie: Dziatania na potegach
 lloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc




Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wykiadniki, a podstawe
pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
—25, | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
7 pozostawiamy bez zmiany.
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https://zpe.gov.pl/a/D3AR04SKU

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c

(an)m — anom.
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(an)m = am.n |

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 lloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".
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(@a-b)'=3". p"

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/D3AR04SKU

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Twierdzenie: Dziatania na potegach

 lloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa

jest rownos$c

Aby pomnozyc¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
5. | wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wyktadniki, a podstawe
# pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

e lloraz poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa

jest rownos$c
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https://zpe.gov.pl/a/D3AR04SKU

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
5, | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
7 pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

(a™)™ = a™™.

3

COCTEV PP e
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 lloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

« lloraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn

prawdziwa jest rownos¢
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2 Dla dowolnych liczby a i b roznych od zera oraz liczby naturalnej n:

b, Potega ilorazu dowolnych liczb roznych od zera jest rowna ilorazowi
Z poteg tych liczb.

SR G S T

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Koto

ktorych odlegtos¢ od punktu S jest mniejsza badZ réwna r.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kotem o $rodku w punkcie S'i promieniu r nazywamy zbiér tych punktéw plaszczyzny,


https://zpe.gov.pl/a/D3AR04SKU

K(S,r) - koto o srodku w punkcie S i promieniu r

Definicja: Kula

Kula to zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu, zwanego
srodkiem, jest nie wieksza od dtugosci odcinka, zwanego promieniem kuli.

>

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Odcinek kota

Odcinkiem kota (odcinkiem kotowym) nazywamy cze$¢ kota odcietg przez cieciwe wraz
Z t3 cieciwa.

odcinek kofa Q, potkole

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kazda cieciwa wyznacza dwa odcinki kota. Srednica dzieli koto na dwa potkola.

Definicja: O$ obrotu

Obracajgc figure ptaskg dookota prostej p, zawartej w tej samej ptaszczyznie, otrzymujemy
powierzchnie, ktora ogranicza figure, zwang bryta obrotowq. Prosta p nazywamy osig
obrotu. Jest ona osig symetrii bryly obrotowe;j.

Definicja: Sfera



Sfera to zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odlegto$¢ od punktu, zwanego
srodkiem, jest rowna dtugosci odcinka, zwanego promieniem sfery.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Wycinek kota

Wycinkiem kota (wycinkiem kotowym) nazywamy czes¢ tego kota ograniczong tukiem i
ramionami kata srodkowego.

wycinek kota wycinek kota

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



