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Twierdzenie Talesa

Zrédto: Scott Webb, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Przecinajgc rownoleglobok ABC'D prostg k rownolegia do bokéow AD i BC tego
rownolegloboku odcinamy z bokow AB i CD odcinki AE i DF réwnej dlugosci.

Wynika to wprost z faktu, ze czworokat AEF D jest rownolegtobokiem.

Przecinajgc trojkat rownoramienny ABC prostg k rownolegly do podstawy A B tego
trojkata odcinamy z ramion AC' i BC odcinki DC'i EC réownej dlugosci.



To z kolei wynika z twierdzenia o katach odpowiadajgcych oraz z twierdzenia o rownosci
katow przy podstawie trojkgta rownoramiennego.

Gdy podobnie postgpimy z dowolnym trojkatem, to zazwyczaj nie otrzymamy odcinkow
o rownych dtugosciach. Dtugosci otrzymanych odcinkow maja jednak ciekawg wlasnosc.
Wtasnos$¢ ta wynika z twierdzenia Talesa. Jest ono, obok twierdzenia Pitagorasa, jednym
z najbardziej znanych twierdzen planimetrii. Twierdzenie to dotyczy stosunku dtugosci
odcinkow, jakie otrzymujemy, przecinajac ramiona kata prostymi réwnoleglymi. Jednym
z geometrycznych zastosowan twierdzenia Talesa jest konstrukcja czwartego odcinka
proporcjonalnego do trzech danych odcinkow. Te konstrukcije takze omowimy.

Twoje cele

e Poznasz twierdzenie Talesa w dwoch wersjach.

o Udowodnisz twierdzenie Talesa.

» Zastosujesz twierdzenie Talesa do wyznaczania dtugosci odcinkow w wielokgtach.

o Wykorzystasz twierdzenie Talesa do konstrukcji odcinkow, w tym konstrukcji
odcinka proporcjonalnego do trzech danych odcinkow.

» Zastosujesz twierdzenie Talesa w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Rownos¢ padl trojkatow o wspolnej podstawie

%ab2 + 15z — %
Trojkaty, ktore maja wspolng podstawe oraz rowne wysokoSci opuszczone na te podstawe
maja rowne pola. Ten prosty fakt wynika wprost ze wzoru na pole trojkata.

A

Na rysunku s3 to trojkaty ABC, ABD, ABE i ABF'. Wszystkie te trojkaty maja wspolna
podstawe AB iréwne wysoko$ci opuszczone na te podstawe.

Sformutujemy teraz nieco ogolniejszg wiasnos¢, ktorg wykorzystamy w dowodzie
twierdzenia Talesa.

Twierdzenie: O stosunku pdl tréjkatéw o wspodlnej wysokosci

Stosunek pol trojkatow o wspolnej wysokosci lub rownych wysokosciach jest rowny
stosunkowi dtugosci podstaw tych trojkatow. Przy oznaczeniach jak na rysunkach, biorgc
pod uwage trojkaty ABD i BCD lub ABD i BCE




mozemy te wiasnos¢ zapisa¢ w postaci
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Rzeczywiscie
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Przejdzmy teraz do sformulowania twierdzenia Talesa.

Twierdzenie: Twierdzenie Talesa

Jezeli proste rownolegle k i [ przecinaja jedno z ramion kata o wierzchotku O
w punktach odpowiednio A i B oraz drugie rami¢ tego kata w punktach odpowiednio C
i D, jak na rysunku




to

Dowad

Poprowadzmy odcinek BC oraz wysokos$¢ hi z wierzchotka C.

Jest to wspdlna wysokos¢ trojkatow OAC' i ABC, wiec z udowodnionego wczesniej
twierdzenia o stosunku pol trojkatow o wspolnej wysokosci otrzymujemy

|OA| _ Poac
|AB| Papc

Poprowadzmy teraz odcinek AD. Poniewaz proste k i I s3 rownolegle, to trojkaty ABC'i
ADC maja rowne wysokos$ci opuszczone na wspolng podstawe AC.




104 Poac

Zatem te trojkaty majg rowne pola. Wobec tego rownos¢ TAB = Paso mozemy zapisac
W postaci

|0A4] Poac

|AB| — Papc

Na koniec zauwazmy, ze trojkaty OAC i ADC maja wspolna wysokos$¢ hs opuszczona
z wierzchotka A.

Wobec tego stosunek pol tych trojkatow jest rowny stosunkowi dtugosci podstaw tych
trojkatow, czyli

Poac _ 10C|
Papc — |CD|

Zatem

To konczy dowadd.

Twierdzenie: wnioski z twierdzenia Talesa

Przy zalozeniach z twierdzenia Talesa prawdziwe sg takze rownoSci:

loc| _ |04
TOD[ — TOB
|[AC| _ |oc| |04
|BD| — |OD| — |OB|

Ta ostatnia wynika z podobienstwa trojkatow OAC oraz OBD.



Twierdzenie Talesa mozna sformutowac nieco ogolnieji zamiast o ramionach kata mozna
mowic¢ o dwoch prostych przecinajgcych sie w punkcie O, ktore przecinamy dwiema
prostymi réwnolegtymi ki [, przy czym zadna z tych prostych nie przechodzi przez punkt
O. Wtedy uogoélnione twierdzenie Talesa mozemy sformutowa¢ nastepujaco:

Proste m i n przecinajg si¢ w punkcie O. Jezeli proste rownolegle k i [ przecinajg prosta m
w punktach odpowiednio A i B oraz prosta n w punktach odpowiednio C'i D, jak na
rysunku

to:

|OA] |OC|

AB] = ICD

Dowod tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ w taki sam sposob, jak podany wczesnie;j.

Zauwazy, ze prawdziwe s3 takze réwnosci:

|AC| |OA]

Ta ostatnia wynika z podobienstwa trojkatow OAC oraz OBD.

Przyktad 1

Prosta rownolegta do boku BC' trojkgta ABC przecina boki AB i AC w punktach
odpowiednio D i E. Dlugosci odcinkow AD, AE i EC saréwne: |AD| = 14, |AE| =9,
|EC| = 10. Obliczymy dtugo$¢ odcinka BD.

Rozwigzanie:




Oznaczmy |BD| = z.

. . . . |AD| __ |AE] .14
Z twierdzenia Talesa wynika proporcja TBDT = TECT czyli == = 5.

9

Stad z = 2410 = 180 — 153

Przyktad 2

Dane sg trzy odcinki o dtugo$ciach a, b i c. Skonstruujemy odcinek o dlugosci x = “Tb

Rozwigzanie:
. 7 ’, 7 _ a.b . ’ . . . . . .
Zapiszmy rownoS¢ r = <> w postaci rownowaznej, dzielgc obie jej strony przez b.

Otrzymujemy w ten sposob proporcje 4+ = <, w ktorej z jest jednym z wyrazow
skrajnych.

Narysujmy teraz dowolny kat wypukty o wierzchotku A4, na jednym z jego ramion odt6zmy
odcinek AB o dlugosci b, a na drugim odcinek AC' o dtugosci c oraz odcinek C'D
o dlugosci a tak, zeby punkt C'lezal miedzy punktami A i D.



Poprowadzmy prostg BC'i skonstruujmy prostg k rownolegla do prostej BC
i przechodzgca przez punkt D.

Punkt jej przeciecia z prosta AB oznaczmy literg E. Odcinek BE jest szukanym
odcinkiem czwartym proporcjonalnym.

|AB| _ |BE]|
|AC| ~— |CD)’

ab

Rzeczywiscie, z twierdzenia Talesa otrzymujemy czyli % = =, skad ¢ = =~

Przyktad 3

Dany jest odcinek o dtugosci a, a takze odcinek jednostkowy, czyli odcinek o dtugosci 1.
1

Skonstruujemy odcinek o dtugosci =-.
Rozwigzanie:

Niech z = %

’ ’ 7 . . ’ s x 1
Te rowno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci & = =.

W ten sposob problem sprowadziliSmy do konstrukcji, ktora wykonaliSmy w poprzednim
przyktadzie.

Zilustrujmy te konstrukcje na rysunku


javascript:void(0);

Stownik
odcinek czwarty proporcjonalny

dane s3 trzy odcinki o dtugo$ciach a, bi c; odcinek o dlugosci z takiej, ze liczby z, a, bic

s§ wyrazami proporcji, np. < = % nazywamy czwartym proporcjonalnym



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem o Talesie z Miletu, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15baZLUD

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej twierdzenia Talesa.

Polecenie 2

Przeanalizuj ten fragment filmu, ktéry dotyczy przypuszczalnego sposobu, w jaki Tales zmierzyt
wysokos$¢ Piramidy Cheopsa. Wskaz dwa trojkaty, ktére w swoim rozumowaniu wykorzystat
Tales.

Polecenie 3

Przyjmujac, ze zmierzona przez Talesa wysokos¢ Piramidy Cheopsa byta réowna 146, 5 metrow,
dtugosc cienia, jaki wtedy rzucata Piramida liczona do podstawy Piramidy do wierzchotka
cienia byta rowna 31, 5 metra, oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy Piramidy.

Polecenie 4

Pod jakim katem bytyby nachylone $ciany Piramidy do ptaszczyzny jej podstawy, gdyby

w dniu, w ktérym Tales mierzyt jej wysokosé, Piramida rzucata cien o prawie zerowej dtugosci?


https://zpe.gov.pl/a/D15baZLUD

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)
Proste AK i BL saréwnolegte oraz |PA| = 3, |AB| = 64, |[KL| = 33.

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugo$¢ odcinka PK jest réwna:

Cwiczenie 2 @)
Punkty D i E leza na bokach tréjkata ABC i odcinek DFE jest rownolegty do boku AB.
Dtugosci odcinkéw BE, CE, AD i C'D s3 zaznaczone na rysunku.

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wynika stad, ze:




Cwiczenie 3 @
Dtugo$é boku BC' tréjkata ABC jest réwna 56. Punkty D, E, F'i G leza na bokach
tego trojkata i odcinki DE i F'G s rownolegte do boku AB.

Dtugosci odcinkéw CK, KL i LM maja sie do siebie jak 2 : 2 : 3.

Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rysunek jest szkicem konstrukcji odcinka o dtugosci z,

gdy dane s3g odcinki o dtugosciach a i b. Proste kil sag rownolegte. Wtedy:

N\

Cwiczenie 6 O
Punkt M lezy na boku AB tréjkata ABC, a punkt N na boku AC'. Odcinek M N jest
AN| = 14, |NC| = 10, a dtugosci odcinkow AM i M B
réznig sie o 1. Oblicz dtugo$¢ boku A B tréjkata ABC.

réwnolegty do boku BC,




Cwiczenie 7 @

Proste a i b przecinaja sie w punkcie P, a proste réwnolegte k, [ i m przecinajg je
w punktach A, B, C, D, E, F jak na rysunku. Oblicz dtugos$¢ odcinka PFE, gdy dane s3
DP| =6, |EF|=09.

IAC| = 12,

PB| =2,

Cwiczenie 8 @
Dany jest trapez ABC D o podstawach AB i CD. Punkty E'i F' sg $srodkami ramion
odpowiednio AD i BC, aodcinek E'F jest rownolegty do podstaw trapezu. Punkt M
lezy na podstawie A B, a punkt N na podstawie CD trapezu. Odcinki EF' i M N
przecinajg sie w punkcie P. Udowodnij, ze punkt P jest srodkiem odcinka M N.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie Talesa

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznejkata oraz
o kacie miedzy styczng a cigciwg;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» zna pojecie i stosuje twierdzenie o stosunku pol trojkatow o rownych wysokosciach
e znai stosuje twierdzenie Talesa

o przeprowadza dowod twierdzenia Talesa

 oblicza dlugosci odcinkow na podstawie twierdzenia Talesa

 konstruuje odcinki, wykorzystujgc twierdzenie Talesa

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia proporcji oraz odcinkéw proporcjonalnych.

2. Nauczyciel prosi uczniow o narysowanie rownolegtoboku i przeciecie dwoch jego
przeciwlegtych bokow prosta rownolegly do dwoch pozostatych bokéw oraz
o sformutowanie wniosku dotyczacego dtugosci odcietych od tych bokow odcinkow.
Podobne ¢wiczenie poleca wykonac dla trojkgta rownoramiennego i proste;j
rownoleglej do podstawy tego trojkata, a nastepnie prostejrownoleglejdo jednego
z ramion trojkata.

3. Po wykonaniu ¢wiczen wprowadzajagcych nauczyciel podaje temat i cele zajec,
uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel podaje zatozenia twierdzenia Talesa, a nastepnie tak kieruje dyskusjg, zeby
w efekcie uczniowie sformutowali teze twierdzenia.

2. Nauczyciel formutuje twierdzenie Talesa. Podaje twierdzenie o rownosci pol trojkatow
o wspolnej podstawie i rownych wysokosciach oraz twierdzenie o stosunku pol
trojkatow o wspolnej wysokosci. Poleca uczniom uzasadni¢ tezy tych twierdzen.

3. Nauczyciel informuje uczniow, ze poznane twierdzenia wystarcza do udowodnienia
twierdzenia Talesa.

4. Uczniowie w grupach, przy jak najmniejszej pomocy nauczyciela, dowodza twierdzenia
Talesa.

5. Nauczyciel poleca uruchomi¢ Film i prosi o wykonanie dotgczonych polecen.

6. Nastepnie nauczyciel omawia przyktady zastosowania twierdzenia Talesa. Szczeg6lng
uwage zwraca na konstrukcje czwartego odcinka proporcjonalnego.

7. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z roznych dzialbw matematyki.



Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢ oraz przeprowadzili dowdd zalezno$ci omawianejwe
wstepie.

Materialy pomocnicze:
Trojkaty i ich wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Film edukacyjny o Talesie
mozna wykorzysta¢ do przeprowadzenia lekcji skorelowanej z lekcja filozofii, gdzie
zaprezentowane zostang glowne zatozenia ontologiczne koncepciji filozoficznej Talesa.
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