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Zrédto: Paul Hanaoka, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

lloraz roznicowy funkcji mozna interpretowac na kilka réznych sposobow. W materiale
omowimy, jaka jest zalezno$¢ pomiedzy wspotczynnikiem kierunkowym siecznej (prostej,
ktora ma co najmniej dwa punkty wspolne z wykresem) do wykresu funkciji, a ilorazem
roznicowym danej funkcji. Okazuje si¢, ze rOwnanie siecznej mozemy wyznaczyc przy
uzyciu ilorazu roznicowego funkcji. Po wprowadzeniu, analizie materiatu teoretycznego
oraz omowieniu przyktadow, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Podasz interpretacje geometryczng ilorazu roznicowego funkcii.

» Zastosujesz rozne wzory na wspotczynnik kierunkowy siecznejdo wykresu funkcii.

e Wyznaczysz rownania siecznych do wykresu funkcji w danym punkcie i o zadanym
przyroscie.

» Wykorzystasz geometryczng interpretacje pojecia ilorazu réznicowego do
rozwiazywania problemow matematycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje ilorazu roznicowego funkcij.
Definicja: iloraz réznicowy funkcji
Niech f(z) oznacza dowolng funkcje okreslong w otoczeniu punktu .

llorazem roznicowym funkcji f(z) w punkcie x dla przyrostu h zmiennej niezaleznej
nazywamy wyrazenie

U(z) = f(@)—f(x0) ,

r—xo
ktore jest rownowazne wyrazeniu

U(h) _ f($0+h}i—f($0) .

Inaczej moéwigc, jest to stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu
funkciji.
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Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego funkcji

f(z)—f(zo)

w5, Jestrowny wspotczynnikowi kierunkowemu a proste;j

Iloraz roznicowy
przechodzacej przez punkty o wspotrzednych (xg, f(xg)) oraz (xg + h, f(xo) + h), ktore

naleza do wykresu funkciji f.
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Prosta ta nazywana jest sieczng do wykresu funkcji i jest opisana za pomoca wzoru:

y = 1@ (4 )+ f(ao)

T—I0
lub rbwnowaznie
h _
y = f(930+}1 f(zo) (z — z0) + f(zo).

Zauwazmy, ze korzystajac z trojkata prostokatnego, otrzymujemy zaleznosc:

r—xo

tga =
Poniewaz wspotczynnik kierunkowy a prostejy = az + b jest rowny tangensowi kata o
nachylenia tej prostej do osi X, zatem zachodzi rownosc:

fl@)—f(zo) _ f(iUOJrh}z*f(iUo)-

—I0

a=tga =
Przyktad 1

Wyznaczymy wspotczynnik kierunkowy siecznej do wykresu funkcji okreslonejwzorem
f(z) = 3 — 4 w punkcie A = (—2,—12),gdy h = 5.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze ©g = —2 oraz f(zy) = —12.
Poniewaz a = w, zatem:
o — f(—2+5§—f(—2) _ f(3)—5f(—2) _ 23;12 —
Przyktad 2
Wyznaczymy réwnanie siecznej do wykresu funkcji okre$lonejwzorem f(z) = —2z2 + 4,
gdyxo = —3orazh =T7.
Rozwigzanie
Poniewaz xg = —3, zatem
F(=3)=—-2-(-3)+4=—14.
_ f(*3+7;*f(*3) _ f(4)*7f(*3) _ *2-42#;*(*14) — 9

Rownanie siecznej do wykresu funkcji opisuje wzor: y = w (x — zo) + f(z0),
wobec tego:

y=-2-(z+3)+(-14) = —2z — 6 — 14 = —2z — 20.
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Wiadomo, ze rownanie kazdej prostej opisujemy za pomocg rownania y = az + b,
arownanie siecznej za pomocq wzoru:

xo+h)—f(x
y= TR (@ — ) + fa).
Jezeli wyznaczymy warto$¢ wspotczynnika b, to:
b= ——f($0+h]2_f($0) -z + f(zo)-
Przyktad 3

Wyznaczymy warto$¢ wspotczynnika b we wzorze y = az + b siecznejdo wykresu
funkcji okreslonejwzorem f(z) = z* — 4 dlazyg =2ih = 2.

Rozwigzanie
Jezeli wykorzystamy wzor b = —w - zo + f(xo), to:

b= -T2 a4 f(2) = —f(@) +2- £(2) =

= —252+2-12=-228

Sieczna do wykresu funkcji jest rownolegta do osi X, gdy a = 0, zatem

_ f(zoth)—f(zo)
0 = L& ) (z0)

Warunek ten jest spetniony, gdy f(zo + h) — f(z¢) = 0, czyli f(zg + h) = f(z0).
Przyktad 4

Sprawdzimy, czy sieczna do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = 2z* — 3 dla
xg = —31h = 6 jest prostg rownolegla do osi X.

Rozwigzanie

Obliczamy:

Flzo) = f(—3)=2-(-3)" =3 =162 — 3 = 159,
Flo+h)=f(—34+6)=2-(—3+6)" —3=162—3 = 159.

Poniewaz zachodzi warunek f(zo + h) = f(xo), zatem sieczna do wykresu funkcji jest
prostg rownoleglg do osi X.

Przyktad 5

Wiadomo, ze kat nachylenia prostej do osi X ma miare 60°. Prosta ta jest sieczng do
wykresu funkeji okreslonejwzorem f(z) = x> — 1 w punkcie o wspétrzednych (-2, 3).




Wyznaczymy warto$¢ przyrostu h (h # 0), dla ktorej podana prosta jest sieczng do
wykresu funkcji f.

Rozwigzanie

Jezeli kat nachylenia prostej do osi X ma miare 60°, to wspotczynnik kierunkowy
siecznej do wykresu funkciji jest rowny:

a=1tg60° =+/3.
Zauwazmy, ze ¢ = —2 oraz f(zg) = 3.
Korzystajgc ze wzoru a = w, mamy:

V35— (—24+h)*—1— ((—2)2—1)

h ’

V3h=4—4h+h2—-1—4+1,
h? — 4h —V/3h = 0,
h-(h—4-v3) =0,

Zatemh:OIubh:4—i—\/§.

Poniewaz h # 0, wiec b = 4 + /3.

Stownik
iloraz roznicowy funkcji

stosunek roznicy wartosci funkcji do réoznicy argumentow, opisujacy przyrost funkcji na
danym przedziale

sieczna do wykresu funkciji

prosta, ktora przecina dang krzywa w co najmniej dwoch punktach



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem dotyczacym interpretacji geometrycznej ilorazu
réznicowego funkcji, w tym wyznaczania réwnania siecznej do wykresu funkcji, a nastepnie

wykonaj ponizsze polecenie.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMkucRXPV

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej interpretaciji geometrycznejilorazu
roznicowego.

Polecenie 2

Wyznacz réwnanie siecznej do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = 3z2 — = w punkcie

o wspétrzednych A = (—1,4), gdy przyrost h = 2. Narysuj te sieczna.


https://zpe.gov.pl/a/DMkucRXPV

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Réwnanie siecznej do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = —2z% 4+ z — 1,
przechodzacej przez punkt o wspétrzednych (—2, —11) o przyroscie h = 2 jest postaci:

O y=-5z—1
O y=bzx+1

O y=5zx—-1




Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okreslonej wzorem f(z) = x> — 2.
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Zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

Wspotczynnik kierunkowy siecznej do wykresu funkcji w punkcie A i przyroscie
h = 1jest rowny 2.

O

Wspodtczynnik kierunkowy siecznej do wykresu funkcji w punkcie B i przyroscie
h = 3 jest rowny 21.

O

Wspodtczynnik kierunkowy siecznej do wykresu funkcji w punkcie B i przyroscie
h = 2 jest rowny 7.

O

Wspotczynnik kierunkowy siecznej do wykresu funkcji w punkcie A i przyroscie
h = 3 jest rowny 3.

O



Cwiczenie 3 ¢

Wstaw w tekst odpowiednie réwnania siecznych.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = z? — 4. Réwnania siecznych do wykresu funkcji f

w punkcie o wspotrzednych (—2, 0) dla podanych warto$ci h wynosza odpowiednio:

a)h =2 \

y:—a:—2Hy:2m—4Hy:—2m—4Hy:m_2Hy:()’

Cwiczenie 4
Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = x* — 1. Potacz w pary wspétrzedne punktu,

ktory nalezy do siecznej do wykresu tej funkcji, z wartoscig wspodtczynnika kierunkowego tej
siecznej, gdy h = 2.

(0,—1) a=-1
(—2,0) a=8
(2,0) a=0
(-1,0) a==<>

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6
Rozwiaz krzyzowke.

Moze by¢ np. geometryczna ilorazu réznicowego funkcji.
Okresla go wspoétczynnik kierunkowy siecznej wzgledem osi X.
Jest wykresem siecznej do wykresu funkciji.

Stosowany do obliczenia wspotczynnika kierunkowego siecznej.

Moze by¢ przedstawiona np. za pomocg wzoru lub wykresu.

S L T o o

Oznaczamy go literg h w ilorazie roznicowym funkcji.
Cwiczenie 7 @

Wyznacz réwnanie siecznej do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = 223 — 2 w punkcie
o wspétrzednych A = (—1, —4), gdy przyrost h = 3.

Cwiczenie 8 @

Wiadomo, ze kat nachylenia prostej do osi X ma miare 45°. Prosta ta jest sieczng do wykresu
funkcji okreslonej wzorem f(z) = x2 4 3 w punkcie o wspétrzednych (—1, 4).

Wyznacz wartos$¢ przyrostu h (h # 0), dla ktérej podana prosta jest sieczng do wykresu
funkcji f.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e podaje interpretacje geometryczng ilorazu roznicowego funkcij;

* stosuje rozne wzory na wspotczynnik kierunkowy siecznej do wykresu funkcj;

e wyznacza rownania siecznych do wykresu funkcji w danym punkcie i o zadanym
przyroscie;

 stosuje geometryczng interpretacje pojecia ilorazu réoznicowego do rozwigzywania
problemo6w matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o metoda krokodyla;
 liga zadaniowa;
e burza mozgow.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego;

praca w parach.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu dla uczniow;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji ,, Interpretacja
geometryczna ilorazu roznicowego” i jej cele. Moze postuzyc sie wySwietlong na tablicy
zawartoscia sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescia w sekcji ,,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,,Film samouczek” Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzuja ¢wiczenia nr 11 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5 z sekcji ,,Sprawdz si¢”,
po ich wykonaniu poroéwnuja otrzymane wyniki z wynikami innej pary.



5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ,0zywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujgce przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego ,,).

Materialy pomocnicze:
» Sposoby opisywania funkcii
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji , Film samouczek” mozna potraktowac jako zadanie domowe
dotyczace analizy problemu w zakresie interpretacji geometrycznejilorazu
roznicowego funkcii.


https://epodreczniki.pl/a/sposoby-opisywania-funkcji/DvDnjkh7n

