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Podzielnos¢ w zbiorze liczb naturalnych - dzielenie

Z reszty i bez reszty

W tej lekcji zajmiemy sie podzielnoScia w zbiorze liczb naturalnych. Pojecie to jest
podstawg dziedziny matematyki zwanej jej krolowg - teorii liczb. Z pojeciem
podzielnosSci zwigzanych jest wiele innych terminéw matematycznych takich jak
dzielnik, wielokrotnos¢, liczby pierwsze, liczby ztozone, liczby wzglednie pierwsze,
liczby doskonate ...

Czes¢ z nich omowimy w tej lekcji.

Twoje cele

e Podzielisz z reszta liczbe naturalng przez liczbe naturalng.
e Podzielisz bez reszty liczbe naturalng przez liczbe naturalng.

e Zapiszesz wyrazenie algebraiczne oznaczajgce dowolng liczbe o podanych
wlasnosciach.

e Udowodnisz wlasnosci liczb naturalnych zwigzanych z podzielnoscia.






Przeczytaj

Zaczniemy od definicji podzielno$ci:

Definicja: Podzielnos¢

Mowimy, ze liczba naturalna n r6zna od zera dzieli liczbe naturalng m, jesli
istnieje liczba naturalna k, dla ktorej zachodzi rownos¢ m = n - k. Méwimy
rowniez, ze n jest dzielnikiem liczby m lub ze liczba m jest podzielna przez liczbe
n. Ponadto jesli liczby m i n sa r6zne oraz n jest dzielnikem m, to n nazywamy

dzielnikiem wlasciwym liczby m. Liczbe k nazywamy ilorazem liczby m przez

liczbe n.

Fakt, ze liczba naturalna n dzieli liczbe¢ naturalng m, mozemy zapisa¢ symbolicznie
n|m. Na oznaczenie faktu, ze liczba n nie dzieli liczby m uzywamy symbolu

przekreslonej pionowej kreski: n /\/ m.

Zwroc¢ uwage, ze stowo dzielnik ma dwa znaczenia. Dzielnik moze oznaczac liczbe
przez ktorg dzielimy. Wtedy moze to by¢ dowolna liczba rzeczywista r6zna od zera.

Dzielnik liczby naturalnej a oznacza liczbe naturalna, ktora dzieli liczb¢ a bez reszty.

Czasami, zwtaszcza, gdy chcemy co$ udowodni¢, przydaje si¢ algebraiczny zapis
(rowno$¢) oznaczajacy podzielnos¢. W ponizszej w tabeli podamy kilka przyktadowych
zdan dotyczacych podzielnoSci i ich “tlumaczenia” na jezyk algebry. Przy okazji
przypomnijmy, ze napis ¢ € A oznacza, ze liczba x nalezy do zbioru A (z - jest

elementem zbioru A).

Przyktad 1

Zapiszemy symbolicznie i algebraicznie informacje o liczbie z.

Zdanie Zapis symboliczny lub algebraiczny
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Zdanie Zapis symboliczny lub algebraiczny
)2|z,z € N
2) x = 2k, dla pewnej liczby naturalnej k
Liczba x jest parzysta i dodatnia. 3) Istnieje liczba naturalna n, dla ktore;j
T = 2n.
4)xz = 2m, gdziem € N

3 jest dzielnikiem liczby naturalnej = 1)3|z,z € N

x. 2)x = 3n,gdzien € N

Liczba naturalna x jest podzielna )5z, z € N

przez . 2)x = dn, gdzien € N
Przyktad 2

Zauwazmy, ze:
2|6,bo6 =2 -3,
3|15,bo 15 =3 - 5,

3/(16, bo3-5=15i3 -6 = 18, zatem nie istnieje liczba naturalna k, dla ktorej
3-k=16.

Przyktad 3

Udowodnimy, Ze suma liczb naturalnych podzielnych przez liczbe naturalng k

rowniez dzieli si¢ przez k.

Rozwazymy sume dwoch liczb podzielnych przez k, ale twierdzenie pozostaje

prawdziwe dla dowolnej liczby sktadnikow.

Niech liczby naturalne x i y bedg podzielne przez liczbe k. Wowczas kazdg z nich
mozna zapisa¢ w postacix = k- a,y = k - b dla pewnych liczb naturalnych a i b.

Sume liczb i y mozemy zapisa¢ w postaciz +y=k-a+k-b=~k-(a +b).



Poniewaz a i b sa liczbami naturalnymi, wiec liczba a + b rowniez jest naturalna,
co oznacza, ze liczba x 4 y jest podzielna przez k.
Wazne!

Jesli liczba n nie dzieli liczby m, to mozemy zdefiniowac tzw. iloraz catkowity

i reszte z dzielenia.

Przypomnijmy na kilku przyktadach, na czym polega dzielenie z resztg.

Przyktad 4

Liczba 30 z dzielenia przez 7 daje iloraz catkowity rowny 4 (bo liczba 7 mieSci si¢

w liczbie 30 doktadnie 4 razy) i reszte 2.

Mozemy zapisa¢ rownos¢ 30 =4 - 7 + 2.

Liczba 5 z dzielenia przez 8 daje iloraz caltkowity rowny 0 (bo liczba 8 mieSci si¢

w liczbie 5 doktadnie 0 razy) i reszte 5.

Mozemy zapisa¢ roOwnos¢ 5 = 0 - 8 + 5.

Liczba 46 z dzielenia przez 10 daje iloraz catkowity rowny 4 (bo liczba 10 mieSci

sie w liczbie 46 doktadnie 4 razy)ireszte 6.

Mozemy zapisa¢ rownosc¢ 46 = 10 - 4 + 6.

Dzielac liczbe naturalng m przez liczbe naturalng n definiujemy iloraz caltkowity jako
liczbe okreslajacy, ile razy liczba n “miesci si¢” w liczbie m, czyli ile pelnych
dzielnikow “miesci si¢” w dzielnej. Reszta z dzielenia to liczba, ktorg nalezy dodac¢ do

iloczynu dzielnika i ilorazu catkowitego, aby otrzymac dzielna.

Jezeli dzielac liczbe naturalng m przez liczbe naturalng n otrzymujemy iloraz

catkowity q ireszte r, to zachodzi rownos¢ m = nq + r.
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Zauwazmy, ze r jest jedng z liczb ze zbioru {0, 1, 2, 3, ..., n— 1}.

Innymi stowy reszta z dzielenia przez n jest liczba naturalng mniejsza od n.

Jesli n jest dzielnikiem liczby m, to przyjmujemy, ze reszta z dzielenia m przez n jest

rowna zeru.

Przyktad 5

Zapiszemy algebraicznie informacje o liczbie x.

Informacja o liczbie

Liczba naturalna x jest nieparzysta.

Liczba naturalna z z dzielenia przez 3 daje reszte

rowng 1.

Liczba naturalna x z dzielenia przez 3 daje reszte

rowng 2.

Liczba naturalna = z dzielenia przez 4 daje reszte

rowna 3.

Liczba naturalna z z dzielenia przez 6 daje reszte

rowna 4.

informacji o liczbie z.

Rozwazmy jedng rownos¢: x = 6k — 2, gdzie k € N,..

Oznacza to, ze liczba = z dzielenia przez 6 daje reszte 4.

Zapis algebraiczny
liczby

z =2k +1,gdziek € N

x=3k+1,gdziek € N

x =3k + 2,gdziek € N

x =4k + 3,gdziek € N

x = 6k +4,gdziek € N

Wykonajmy przeksztalceniex = 6k —2 =6k —6+4=6-(k— 1)+ 4.

Poniewaz k jest liczba naturalng dodatnia, wiec k — 1 jest liczbg naturalng.

Zatem powyzszg tabele mozemy uzupetnic o inne sposoby zapisania tej same;j
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Przyktad 6

Zapiszemy algebraicznie informacje o liczbie x.

Informacja o liczbie

Liczba naturalna z jest nieparzysta.

Liczba naturalna x z dzielenia przez 3 daje reszte

rowna 1.

Liczba naturalna x z dzielenia przez 3 daje reszte

rowng 2.

Liczba naturalna = z dzielenia przez 4 daje reszte

rowng 3.

Liczba naturalna z z dzielenia przez 6 daje reszte

rowna 4.

Przyktad 7

Rozwazmy rownos$¢ ¢ = 7m + 10, gdzie m € N.

przez 7 daje reszte 3.

Stownik

iloraz

Zapis algebraiczny

liczby z

x=2k—+1,gdziek € N
x = 2k — 1, gdzie
ke N,

x=3k+1,gdziek € N
x = 3k — 2, gdzie
ke N,

x =3k +2,gdziek € N
x = 3k — 1, gdzie
ke N,

x =4k + 3,gdziek € N
x = 4k — 1, gdzie

ke N,

x = 6k + 4,gdziek € N
x = 6k — 2, gdzie

ke N,

Zauwazmy,zex = Tm +10=Tm +7+3=7-(m+1) + 3.

Poniewaz m € N, wigc rowniez (m + 1) € N, co oznacza, ze liczba z z dzielenia



wynik dzielenia

dzielna

liczba a w dzieleniu a : b

dzielnik

1) liczba b w dzieleniu a : b; dzielnik nie moze by¢ réwny zeru

2) dzielnik liczby naturalnej a to kazda liczba naturalna, ktora dzieli liczbe a

iloraz catkowity

liczba naturalna mowiaca, ile maksymalnie razy dzielnik miesci si¢ w dzielnej

reszta z dzielenia

liczba naturalna, ktora nalezy dodac¢ do iloczynu dzielnika i ilorazu catkowitego,
aby otrzymac dzielng (rbwnowaznie: najmniejsza liczba naturalna, ktora nalezy

odjac¢ od dzielnej, aby otrzymac liczbe podzielng przez dzielnik)



Animacja

Polecenie 1
Przeanalizuj informacje zawarte w animacji. Na ich podstawie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DOf6NBUgf

Film dotyczgacy podzielnosci liczb naturalnych.

Polecenie 2

Rozwiagz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Jedli liczba naturalna x jest podzielna przez 10, to jest tez podzielna przez:

20010

Liczba naturalna x spetniajaca warunki 10|z i 15|z jest tez podzielna przez:

(350 O[30 1[0 00

Wszystkie mozliwe reszty z dzielenia liczby naturalnej przez 8 znajdujg sie w zbiorze:
01,2,3,4,56,7,8 (1] 0,1,2,34,56,7 (]| 1,234,567 (]
Suma liczb 20 i 18 modulo 21 jest réwna:

E38] Eas] e

Suma liczb 10 i 8 modulo 18 jest réwna:

o0 1] 0]



https://zpe.gov.pl/a/DOf6NBUgf

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Liczba O:

(] duzieli sie tylko przez sama siebie.

(] jest podzielna przez kazda liczbe naturalng dodatnia.

(] nie ma zadnych dzielnikow.

Cwiczenie 2

Liczba doskonatg nazywamy liczbe naturalna, ktéra jest suma swoich dzielnikow
wtasciwych (tzn. mniejszych od niej samej). Wskaz liczby doskonate.

) 10

] 28

(] 6



Cwiczenie 3

Rozwigz test. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

1. Jesli liczba naturalna «x jest podzielna przez 6 i przez 5 to jest tez podzielna przez:

\30@”10@”15[:]]

2. Jédli liczba naturalna x jest podzielna przez 6 i przez 10 to jest tez podzielna przez:

EIs]Es] =]

3. Jedli liczba naturalna x dzieli sie przez 24, to dzieli sie tez przez:

308026 O

4. Liczba 0:

nie ma zadnych dzielnikéw [ | ’

dzieli sie tylko przez sama siebie [ ] ’

jest podzielna przez kazda liczbe naturalng dodatnia | ) ’

Cwiczenie 4

Potacz w pary warunki niosgce te samg informacje o liczbie naturalnej x.

20|z

60|x

10|

3|z

30|z

x=4kix = 15m, gdziek € Ni
méeN

x = 20k, gdziek € N
x = 3k, gdziek € N

x =2kix =5m,gdziek € Ni
m €N

x =6kix =10m, gdziek € Ni
m e N



Cwiczenie 5 O

Wypetnij tabelke. Wpisz prawidtowe liczby w dane miejsca. Jesli nie ma ilorazu catkowitego
lub reszty wpisz "0".

Dzielna Dzielnik lloraz catkowity Reszta

) 10
10 5

20 6
6 20

100 7
0 3
9 9

48 6

48 9




Cwiczenie 6

Rozwiaz test. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

1. Reszta z dzielenia liczby naturalnej przez 7 moze byc¢ réwna:

o700
2. Réznych reszt z dzielenia przez 6 jest:
50Js0)7 0]

3. Zbiér wszystkich mozliwych reszt z dzielenia przez 5 to:

1,234 (J]|0,1,234 (] 1,234,5 [

4. Liczba postaci 8k + 3, gdzie k € N z dzielenia przez:
4 dajereszte 3 ] H 2 dajereszte 3 ) H 8 dajereszte 3 | ’

5. Liczba postaci 8k — 3, gdzie k € N z dzielenia przez:
‘ 8 dajereszte 3 [ ) H 8 dajereszte 5 ) ’

‘ 8 daje te sama reszte, co liczba postaci 8m + 5, gdziem € N ] ’

Rozwiaz test. W kazdym pytaniu mozliwa jest poprawna odpowiedz.



Cwiczenie 7 P
Uzupetnij komorki tabeli odpowiednimi z podanych wartos$ci. Wyrazenia znajdujace sie
w drugiej kolumnie maja odpowiadac opisowi z pierwszej kolumny. Wiadomo, ze n € N.

Opis Odpowiedz

Trzy kolejne liczby naturalne.
Trzy kolejne liczby nieparzyste.
Trzy kolejne liczby parzyste.
Liczby podzielne przez 3.

Liczby dajace z dzielenia przez 3 reszte 1.

________________________________

3n 2n n In+1||2n+1
3n+3||2n+2||n+1| | 3n+4||2n+3
6n+3 || 2n+4 | |n+2||6n+1||2n+5

Cwiczenie 8 O

Udowodnij, ze suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

Cwiczenie 9 @

Udowaodnij, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 5.




Cwiczenie 10 @
Niech z, y, z beda liczbami naturalnymi. Wykaz, ze jesli wszystkie trzy liczby daja taka sama
reszte z dzielenia przez 3 albo kazda z nich daje inng reszte z dzielenia przez 3, to ich suma
jest podzielna przez 3.

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi tak, aby otrzymac kompletny dowdd podanego
twierdzenia. Ztap element i przesun go w goére lub w doét.

Zauwazmy, ze a + b + ¢ + 2 jest liczbg naturalng jako suma czterech liczb

naturalnych, co oznacza, ze ¢ + y + z jest podzielna przez 3. M
Mamy do rozwazenia cztery przypadki. =
Zauwazmy, ze a + b + ¢ + 1 jest liczbg naturalng jako suma czterech liczb .
naturalnych, co oznacza, ze * + y + z jest podzielna przez 3. Co koriczy dowéd. M
Woéwczas: a
r+y+2=3a+3b+3c=3-(a+b+c). v
Woéwczas: a
r+y+2z=3a+3b+1+3c+2=3a+3b+3c+3=3-(a+b+c+1). ~
Zauwazmy, ze a + b + cjest liczba naturalng jako suma trzech liczb naturalnych, R
CO 0znacza, ze T + y + z jest podzielna przez 3. M
Oznacza to, ze ¢ = 3a, y = 3b, z = 3c dla pewnych liczb naturalnych a, b, c. =
Oznaczato,zex =3a + 1,y = 3b+ 1, z = 3c + 1 dla pewnych liczb R

naturalnych a, b, c.

Wowczas:
r+y+2=3a+2+3b+2+3c+2=3a+3b+3c+6=3-(a+b+c+2%

Wobwczas:
zt+y+2=3a+1+3b+1+3c+1=3a+3b+3c+3=3-(a+b+c+1%

Oznaczato,zex = 3a + 2,y = 3b + 2, z = 3¢ + 2 dla pewnych liczb



naturalnych a, b, c.

| przypadek:
Liczby x, y, z z dzielenia przez 3 daja reszte 0.

Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjac, zex = 3a,y = 3b+ 1, z = 3¢ + 2
dla pewnych liczb naturalnych a, b, c.

Il przypadek:
Liczby x, y, z z dzielenia przez 3 daja reszte 1.

IV przypadek:
Liczby @, y, z z dzielenia przez 3 daja reszty 0, 1 i 2.

Il przypadek:
Liczby x, y, z z dzielenia przez 3 daja reszte 2.

Zauwazmy, ze a + b + ¢ + 1 jest liczba naturalng jako suma czterech liczb
naturalnych, co oznacza, ze ¢ + y + z jest podzielna przez 3.

114

114

114

114

114

114



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Podzielnos¢ w zbiorze liczb naturalnych - dzielenie z resztg i bez reszty

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz: a) dowod podzielnosci przez 24 iloczynu czterech
kolejnych liczb naturalnych, b) dowo6d wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5

daje reszte 3, to jej trzecia potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:



Podzielisz z resztg liczbe naturalng przez liczbe naturalna.

Podzielisz bez reszty liczbe naturalng przez liczbe naturalna.

Zapiszesz wyrazenie algebraiczne oznaczajgce dowolng liczbe o podanych

wlasnosciach.

Udowodnisz wlasnosci liczb naturalnych zwigzanych z podzielnoScia.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e ekspozycja;

e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji



Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg

poruszane podczas lekcji.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego

sie uczniowie chcg dowiedziec? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1w sekcji ,Animacja” - ,Przeanalizuj informacje
zawarte w animacji. Na ich podstawie wykonaj polecenie.” - prosi uczniow, aby
zapoznali si¢ z materiatem. Uczniowie zapisuja ewentualne watpliwosci
i niezrozumiate aspekty, ktore zostaty w nim przedstawione - nauczyciel

tlumaczy je na forum klasy.

2. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen

omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas

¢wiczenia 3-5 z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg je na forum.

4. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez

uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajq si¢ w pary i opracowujg
zadania analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesylajg

je do siebie mailem, rozwigzujq i na nastepnej lekcji porownujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

e Cechy podzielnosci liczb

e Liczby pierwsze i liczby ztozone

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy
powtorzeniu materialu w temacie ,,Podzielnos¢ w zbiorze liczb naturalnych -

dzielenie z reszta i bez reszty”.
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