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Zrédto: Chuck Yong, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/.

Uktady réwnan liniowych mozemy rozwigzywac korzystajac z ich interpretaciji
geometrycznych. Takie rozwigzanie nie zawsze jest jednak dokladne, czasem nie mozemy
na przykiad odczyta¢ z rysunku w sposob jednoznaczny pary liczb tworzgcych rozwigzanie
ukiadu.

Dlatego, przy szukaniu rozwigzan uktadow rownan, czesto korzystamy z jednej
z algebraicznych metod ich rozwigzywania.

Wiekszos¢ metod algebraicznych opiera si¢ na pojeciu uktadow réwnowaznych i temu
wiasnie tematowi poswiecony jest ten materiat.

Twoje cele

o Sformutujesz definicje uktadu rownan rownowaznych.
o Sprawdzisz, czy uklady rownan sa rOownowazne.

o Utworzysz taki uklad réwnan, aby byt rownowazny danemu.



Przeczytaj

Definicja: Uktad rownan
Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch réwnan.

Aby rozwigza¢ uklad rownan nalezy znalez¢ wszystkie ukiady liczb spelniajace wszystkie
rownania sktadowe danego uktadu rownan lub wykaza¢, ze uktad nie ma rozwigzania.

Definicja: Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktlad taki przyjmuje postac:

a1z + by =c;
asx + by = ¢y

gdzie:

T oraz y — oznaczajg niewiadome,

a1, as, by oraz by — wspotczynniki przy niewiadomych odpowiednio x oraz y, przy czym
przynajmniejjedna liczba z paryliczb a; i ay oraz by i by jest rozna od zera,

c1 i ¢; — nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem takiego ukladu rownan jest kazda para liczb spelniajgcych jednoczesnie
kazde rownanie danego uktadu rownan.

Przy czym taki uktad rownan moze miec¢ jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele
rozwiazan lub nie mie¢ rozwiazania.

Przyktad 1

Rozwigzemy graficznie uktady rownan:

20 +y=2>5 3z +2y =28
oraz

Dla kazdego z ukladow rownan, rysujemy wykresy kazdego rownania w uktadzie
wspolrzednych, a nastepnie odczytujemy rozwigzanie.

Pierwszy uklad réwnan:




2c+y=2>5
xT—y=

22 +y=>5izx—y=1

y=—-2zx+diy=z—-1

y=-2x+5

Rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb

r =2
y=1

Drugi uklad réwnan:

3z +2y =38
—2x+4y=0

3z +2y=8i—-2z+4y=0

y=—-1,5z+4iy=0,5z

=<y
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Rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb

T =2

y=1
Para liczb (2, 1) jest jedynym rozwigzaniem kazdego z tych uktadow rownan. Takie
uktady rownan nazywamy ukladami rownowaznymi.

Definicja: Rdwnowazne uktady réwnan

Dwa uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy rownowaznymi, gdy
majg ten sam zbidr rozwigzan.

Zauwazmy, ze takie uktady rownan maja takie same niewiadome i takie same dziedziny.
Przyktad 2

Sprawdzimy, czy uklad, ktérego ilustracja geometryczna jest przedstawiona na rysunku
jest rownowazny uktadowi

{(w—2)(y+3) =(z+4)(y—1)
(y—4)? =42 — 122+ 12 '
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Z wykresu mozemy odczyta¢ rozwigzanie przedstawionego na nim uktadu - { _ 1

Wystarczy teraz sprawdzic, czy ta para liczb speinia uktad réwnan

{(w—2)(y+3) =(z+4)(y-1)
(y—4)* =92 — 122 + 12 '

Obliczmy wartosci liczbowe lewych i prawych stron rownan sktadowych, powstate po
podstawieniuz = —liy = —1.

Li=(z-2)(y+3)=-3-2=—6
Ly=(y—4)=(-1-4)=25

Po=y?—120+12=(-1)%?—-12- (-1)+12=25= L, = P,

Zatem paraliczb { 1 jest rowniez jedynym rozwigzaniem uktadu rownan

{(w—2)(y+3) =(z+4)(y-1)

, awiec uklady te sg rownowazne.
(y—4)° =1 — 12z + 12 wie y te s3 rownowaz

Przyktad 3

Dany jest uktad rownan


javascript:void(0);
javascript:void(0);

2 5 )
3-(z+y)+2-3—y) =2

Utworzmy uklad do niego rownowazny.
Doprowadzamy rownania sktadowe do najprostszej postaci.
I - —3].10i3- (z+y)+2-(3—y) =2
5-(x+y)—2-(5bz+y)=30i3z+3y+6—2y=2
5 + by — 10z — 2y =30iy = —3x — 4
3y=5x+30]:3

_ 5
y= 3z +10

Mozemy teraz narysowac wykresy tych rownan i odczytac¢ rozwiazanie uktadu.

Wykresy przecinajg sie w punkcie o wspotrzednych (—3, 5), a zatem jedynym
z=-3

rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb 5
y p—

Mozemy tez obliczy¢ jakie liczby spetniaja uklad, porownujac np. wyznaczone z obu
réwnan warto$ci y.

OtrzymalisSmy y = %:f: + 10 oraz y = —3z — 4, a zatem:

2z+10= -3z —4



Stady= -3z —4=-3-(-3)—4=5

z=-3

I ostatecznie {
y=29

Aby utworzy¢ ukiad rownowazny, wystarczy zdefiniowa¢ dowolng zalezno$¢ miedzy x
oraz y prawdziwg dla obliczonych wartosci, np.:

. {:c—l—y , poniewaz {m—i—y +

z—y=—38 r—y=—-3—5=-8

2r+y=-1 oniewaz 2e+y=2-(—-3)+5=-1

br+2y=25"7 Bz 42 =—5-(-3)+2-5=25
Przyktad 4

Znajdziemy wartoSci parametrow m oraz n, takie aby podane uktady réwnan byty

rownowazne.
52 =4 {m%—yzlo
o oraz
I 1 3=4 —3z—(2n+1)y=5

Doprowadzamy rownania sktadowe do najprostszej postaci, a nastepnie wyznaczamy
pare liczb, ktora jest rozwigzaniem uktadu réwnan.

p— 3 =4|-5i 5% +3=4]2
25 —(x—2y)=20iz+y+6=28
25—z +2y=20iy=—x+2
2uy=a—5

y=0,5z — 2,5

Obliczamy:

0,52 — 2,5 =—x+2

1,50 =4,5[:1,5


javascript:void(0);

=3
y=-1

Mozemy tez odczytac rozwigzanie z wykresu:

-5

Podstawiamy teraz otrzymane wartosci x oraz y do rownan drugiego uktadu.
m?z —y=10i -3z — (2n+ 1)y =>5
m?-3—(-1)=10i(-3)-3—(2n+1)-(-1)=5
3m?=9:3i(-9)+2n+1=5
m?2=3i2n=13]:2

mz—\/§Vm=\/§in=6,5

m=—v3

n==6,5

m= 3

n==6,5

A zatem uktady rownan sa rownowazne dla { lub dla {

Stownik

uktad réwnan

koniunkcja co najmniej dwoch réwnan
réwnowazne uktady réwnan

uktady rownan, ktore majg ten sam zbior rozwigzan






Infografika

Polecenie 1
Przeanalizuj infografike, a nastepnie wykonaj polecenie 2.
Polecenie 2

Dobierz w pary réwnowazne uktady rownan. Podaj ich rozwigzania.

A.{7a:—|—y=2,5
20 —y =2

—3z + 7,5y = 18

B.
—4r=6-—y

ac+y)—— (2z —y) =4

dr +y=1

D.
4y = 10 — 28

0,25y = —0,5
C{m-l— Y



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

WSsréd ponizszych uktadéow réwnan wskaz réwnowazne uktady réwnan. Zaznacz poprawne
odpowiedzi.

0 {393—125

y=2z+1
20 —y =29
. {3:+ =6
y_
x—y=4
. {33=6—y
2z 4 2y = 12
0 {2
y=-—-z+1




Cwiczenie 2 @)

Okresl, ktére z ponizszych uktadéw rownan sg réwnowazne uktadowi, ktérego interpretacje
geometryczng przedstawia rysunek. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

3z + 5y = 16

6x — 10y = 8
U {m+y:4

20 + 3y =5
U {—a:—5y:11



] {y:—x+4

2,br="7—y
—2r+4y=4
[_] A 10 1N
Cwiczenie 3 ¢

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] W uktadach réwnowaznych wszystkie réwnania musza by¢ réwnowazne.

0 Dwa uktady réwnan sg rownowazne, jesli kazde rozwigzanie jednego uktadu jest
rozwigzaniem drugiego.

0 Uktad rownowazny danemu mozemy utworzy¢ mnozac jedno z réwnan uktadu
przez pewna liczbe r6zng od zera.

Cwiczenie 4
Zaznacz interpretacje geometryczng uktadu réwnan rownowaznego uktadowi réwnan
2 2
(x—1)"—3y=2a"—2y
-3 .
mzy —2-(z—y)=3
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3

<y
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Cwiczenie 5

Ktory z ponizszych uktadéw réownan jest rownowazny uktadowi {

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O {3:+y:0

T—y=—2
T+y=—2
o {rve
x+y=16
O ooy _
zT—y=—3,5
O T+y=-2,5
z—y=16
Cwiczenie 6

Cwiczenie 7
Ustal, dla jakich wartos$ci parametru m i n, uktad réwnan

—x+y=—-4+n
(m+ 1)z +5y=38

T+y=28

jest rownowazny do uktadu rownan { .
x—y==~56

Cwiczenie 8

Tx+ 2y = —5

—0,5z + 8,5y =9

>

C)

Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsce a oraz b, aby dane uktady réwnan byty rownowazne?

e 4 zy = 5 {5w+6y:2-(a+4)
raz 1
—2z + 3y = —1 (b+1)z—2y=>5%



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnowazne uklady rownan

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

o formuluje definicje rownowaznych uktadéw rownan

o sprawdza, czy dane uklady rownan sg rownowazne

« dobiera wspotczynniki przy niewiadomych oraz wyrazy wolne, tak, aby uktady byty
rownowazne

o tworzy uktad rownan réwnowazny do danego

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza przypadku
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem infografiki

Formy pracy:

e pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetnosci zwigzane
z ilustracjg geometryczng uktadow réwnan oraz pojeciem rozwigzania uktadu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach metoda analizy przypadku. Analizuja przykiady zawarte
w czesci ,Przeczytaj’ i ,Infografika’”.

2. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

3. Uczniowie wspodlnie z nauczycielem omawiajg infografike i konsultuja wykonanie
umieszczonego pod nig polecenia.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekcii.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktérych nie zdgzyli wykonac na lekcji.

Materialy pomocnicze:



Uktad dwoch rownan liniowych
Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia wiadomosci z lekcji.
Material pomaga tez usystematyzowac¢ wiedze dotyczacg rozwigzywania uktadoéw rownan
liniowych i ich interpretacji geometryczne;j.
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