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wypetniony dokladnie
kamiennym sensem

Aby jednak zdenerwowac perfekcjonistow, inni matematycy z uporem szukajg kilku
rozwigzan nawet btahych zagadnien. Podazymy ich sladem i w tym materiale podamy
przyklady zadan, ktorych rozwigzania beda wymagaty rozwazenia problemow typu - co
najmniej, co najwyzej, dokiadnie.

Twoje cele

» Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzenia, korzystajac ze wzoru na
prawdopodobienstwo klasyczne.

» Wykorzystasz aparat kombinatoryczny do wyznaczania liczby zdarzen
elementarnych i liczby zdarzen sprzyjajacych.

» Rozwiazesz tekstowe zadania probabilistyczne, zawierajgce sformutowania co
najmniej, co najwyzej, doktadnie.




Przeczytaj

W niektorych przypadkach trudno jest zinterpretowa¢ poprawnie problem
probabilistyczny okreslony za pomocg zwrotu - co najmniej, co najwyzej lub doktadnie.
W tym materiale podamy wiec kilka przyktadow zawierajgcych rozwigzania tego typu
zadan.

Na poczatek przypomnienie klasycznej definicji prawdopodobienstwa, z ktorej bedziemy
korzystac.

Definicja: Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych.

Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A C 2 nazywamy liczbe

P(4) =

Z klasycznej definicji prawdopodobienstwa wynika wiec, ze prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia A C (2 jest réwne ilorazowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen elementarnych nalezgcych do zbioru 2.

Zwrot co najmniejraz oznacza, ze dane zdarzenie zaszto raz lub wiecejrazy. Zwrot ten
sugeruje wiec, ze liczba zdarzen sprzyjajacych rozwazanemu zdarzeniu moze by¢ wieksza
od 1.

W pierwszych dwoch przyktadach rozpatrzymy wtasnie takie zdarzenia.
Przyktad 1

Rzucamy dziesi¢¢ razy monetg. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze co najmniejraz
wypadta reszka.

W jednokrotnym rzucie monetg mamy dwa zdarzenia elementarne: orzet, reszka. Zatem
w dziesieciokrotnym rzucie monetg mamy 2'° zdarzen elementarnych.

‘ Ql — 210
Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniejjednej reszki (mozemy tez
powiedzie¢ - przynajmniej jednej reszki lub nie mniejniz jednej reszki)



javascript:void(0);

w dziesieciokrotnym rzucie monetg. Wypisywanie i zliczanie zdarzen sprzyjajacych
zdarzeniu A zajetoby zbyt wiele czasu. Latwo tez wtedy o pomytke.

Rozpatrzymy wiec zdarzenie przeciwne — ani razu nie wypadta reszka, czyli za kazdym
razem wypadt orzet.

4| =1
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego.
P(A) = 55

Zatem

_ 1 _ 1 _ 1024-1 _ 1023
P(A) =1 20 7 71024 T 1024

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze w dziesig¢ciokrotnym rzucie monetg co najmniejraz

- . 1023
wypadta reszka jest rowne {557

Przyktad 2

Prawdopodobienstwo, ze Marek wygra konkurs matematyczny jest rowne %,

5

§ .
Prawdopodobienstwo, ze Marek wygra co najmniejjeden konkurs jest rowne %

a prawdopodobienstwo, ze nie wygra konkursu geograficznego jest rowne

Obliczymy prawdopodobienstwo, ze Marek wygra oba konkursy.
Oznaczmy:

M - zdarzenie polegajace na tym, ze Marek wygra konkurs matematyczny,
G - zdarzenie polegajgce na tym, ze Marek wygra konkurs geograficzny.

Wtedy:

P(MUG)=2%
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy.
P(MUG)=P(M)+ P(G)— P(MNG)

Mamy obliczy¢ P(M N G).



Wstawiamy do wzoru odpowiednie liczby i przeksztalcamy otrzymane wyrazenie.
5 _ 3, 3
7—g+§—P(MﬂG)

PIMNG)=2L -2

P(MNG) = 307200

39-7—200 73
P(MNG)= 280 280

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego ze Marek wygra oba konkursy jest rowne 2%.

Teraz przyklad problemu ze zwrotem dok{adnie. Ten zwrot jest uzywany w zadaniach,
w ktorych nalezy uwypukli¢ jednoznaczno$¢ rozwazanej sytuacji. W innych przypadkach,
kiedy sformutowanie zadania nie budzi watpliwoSci, mozna poming¢ ten zwrot.

Przyktad 3

W bombonierce znajdujg sie dwie czekoladki kawowe i trzy miodowe. Wyjmujemy
z bombonierki w sposob losowy najpierw jedna, a nastepnie druga czekoladke. Obliczymy
prawdopodobienstwo tego, ze doktadnie jedna z czekoladek bedzie kawowa.

Oznaczmy:

K - wyjeta czekoladka jest kawowa,

M - wyjeta czekoladka jest miodowa,

A - zdarzenie polegajace na wyjeciu dokladnie jednej czekoladki kawowe;.

Przebieg rozpatrywanego doSwiadczenia zilustrujemy za pomocg drzewa.
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Prawdopodobienstwa zdarzenia A obliczamy, mnozac prawdopodobienstwa zapisane
przy zaznaczonych na czerwono krawedziach i dodajac otrzymane liczby.

P(A)=0,4-0,75+0,6-0,5=0,3+0,3=0,6

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo wyjecia dokladnie jednej czekoladki kawowejjest réwne 0, 6.

W ostatnich dwoch przyktadach rozwazymy sytuacje probabilistyczne, zawierajace zwrot
Co najwyzej.
Przyktad 4

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia: suma
liczb oczek, jakie wypadly na obu kostkach jest co najwyzejrowna 5.

Zaczynamy od wyznaczenia liczby zdarzen elementarnych w tym doSwiadczeniu.
Q2] =62 =36

Jesli suma liczb oczek na obu kostkach ma by¢ co najwyzejréwna 5 (mozemy tez
powiedzie¢ - nie wigksza od 5) to moze by¢ rowna 2, 3, 4 lub 5.

A={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4 1)}

Zatem
1A| =10

Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo klasyczne.




P(A) =3 ==
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze w rzucie dwiema kostkami suma liczb wyrzuconych oczek
. . e . ’ 5
bedzie co najwyzejrowna b, jest rowne 4.

Przyktad 5

Rakieta zaopatrzona jest w pie¢ silnikow. Prawdopodobienstwo zepsucia si¢ kazdego
z nich jest rowne % Silniki psuja si¢ niezaleznie od siebie. Obliczymy
prawdopodobienstwo tego, ze zepsuje si¢ co najwyzejjeden silnik.

Zadanie rozwiazemy, korzystajgc ze schematu Bernoulliego:

P(S, =k) = (Z)-pk-q"k,

gdziep:%,qzl—%:%,n:&

Chcemy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze zepsuje si¢ co najwyzej jeden silnik.
Mamy dwie mozliwosci — nie zepsuje si¢ zaden silnik, badz zepsuje si¢ jeden silnik.

Prawdopodobienstwo tego, ze nie zepsuje si¢ zaden silnik jest rowne:
5 1\0 (2)5 32 32
-H&:ﬂﬁzg)4§)43)=14*ﬂ§:ﬂ§

Prawdopodobienstwo tego, ze zepsuje si¢ jeden silnik jest rowne:

5
P(S5:1):(1)'(%)1-(%)4:5.%_%:%

Prawdopodobienstwo tego, ze zepsuje si¢ co najwyzejjeden silnik jest rowne:
P(S5 <1) = P(85=0) + P($s = 1) = 3 + 35 = 715
Odpowiedz:

112

Szukane prawdopodobienstwo jest rowne 5z

Stownik
klasyczna definicja prawdopodobienstwa

niech (2 bedzie skonczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych; prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia A C €2




nazywamy liczbe



Film samouczek

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady wyznaczania liczby liczb wielocyfrowych spetniajacych okreslone
warunki. Zwré¢ uwage, w ktorych miejscach pominiecie zwrotu dokfadnie nie spowodowato
niejednoznacznosci sformutowania problemu.

Nastepnie, korzystajac z poznanych sposobdw zliczania obiektéw kombinatorycznych, rozwiaz
zadania zawarte w Poleceniu 2, Poleceniu 3 i Poleceniu 4.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DNnSdzAGg

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcejwykorzystania kombinacji do zliczania liczb
spetniajgcych okreslone warunki.

Polecenie 2

Sposréd wszystkich liczb osmiocyfrowych wybieramy jedng liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy liczbe, w ktorej cyfra 2 wystepuje doktadnie 5 razy, a na
pozostatych pozycjach wystgpi cyfra 7.

Polecenie 3

Sposraod wszystkich liczb oSmiocyfrowych wybieramy jedng liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy liczbe, do zapisu ktérej uzyto cyfr ze zbioru {3,5,7,9}
i cyfra 9 wystepuje doktadnie 4 razy.



https://zpe.gov.pl/a/DNnSdzAGg

Polecenie 4

Sposréd wszystkich liczb osmiocyfrowych wybieramy jednga liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy liczbe, w zapisie ktorej wystepujg doktadnie dwie cyfry
2 i doktadnie trzy cyfry 3.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W urnie znajduje sie 100 loséw, a wsréd nich losy ktére upowazniajg do odbioru nagrody
pienieznej. Jeden upowazniajacy do odbioru nagrody w wysokosci 100 z}, trzy upowazniajace
do odbioru nagrody w kwocie 40 z}, szeS¢ - w kwocie 20 zt i pietnascie - w kwocie 10 zt.
Kupiono jeden los. Wynika z tego, ze prawdopodobienistwo wygrania co najmniej 40 zt jest
mniejsze od prawdopodobienstwa wygrania co najwyzej 40 zt o:

O 0,96
O 0,04
O 0,24

O 0,92

Cwiczenie 2 3

Dwaj zawodnicy rzucili jednoczesnie strzatkami do tej samej tarczy. Pierwszy trafia do tarczy
z prawdopodobienstwem 0, 8, drugi z prawdopodobienstwem 0, 9. Prawdopodobienstwo
tego, ze tarcza zostata trafiona co najmniej raz, jest rowne:

O 0,98
O 0,1

O L7

O 0,72



Cwiczenie 3

Na potce stojg trzy powiesci przygodowe i pie¢ tomikow wierszy. Wyciggamy w sposéb
losowy dwie ksigzki.

Uzupetnij, przeciggajac odpowiednie wyrazenia, wyznaczania prawdopodobienstwa p tego, ze
zadna z wylosowanych ksigzek nie jest powiescia.

O[O0 060

Cwiczenie 4

W zyrandolu pali sie pie¢ zaréwek. Prawdopodobienstwo, ze popsuje sie kazda z nich, jest
rowne %. Zaréwki psuja sie niezaleznie od siebie. Wiaczamy zyrandol.
Zaznacz, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Prawdopodobienstwo, ze
zepsuja sie doktadnie dwie
zaréwki jest rowne O O

() () ()

Prawdopodobienstwo, ze
zepsuje sie doktadnie jedna
zaréwka jest réowne O O

(})- @@

vdopodobienstwo, ze zepsuje sie co
ajwyzej jedna zaréwka jest réwne

@) e e O =

Prawdopodobienstwo, ze
Zepsuje sie co najmniej
jedna zaréwka jest réwne O O

(5) @&



Cwiczenie 5

Wsrod dwudziestoosobowej grupy ucznidw, wsrdd ktérych jest 6 dziewczynek rozlosowano
pie¢ karnetéw na basen.

Uzupetnij zdanie, wpisujac odpowiednie liczby tak, aby otrzymany utamek byt nieskracalny.
Prawdopodobienstwo p tego, ze wsrdd posiadaczy karnetéw znajda sie doktadnie 3
dziewczyny jest réwne:

:

Cwiczenie 6

W partii towaru sktadajacej sie z N sztuk jabtek znajduje sie M jabtek robaczywych.
Wybieramy losowo n (n < N) jabtek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrdd nich znajdzie
sie doktadnie m (m < n) jabtek robaczywych.

Cwiczenie 7 @

W partii towaru sktadajacej sie z N sztuk jabtek znajduje sie M jabtek robaczywych.
Wybieramy losowo n (n < IN) jabtek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wéréd nich znajdzie
sie co najmniej m (m < n) jabtek robaczywych.

Cwiczenie 8 @
Rzucasz piec razy symetryczng kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a. co najwyzej trzech ,tréjek’,

b. ,tréjki” doktadnie trzy razy.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co najmniej, co najwyzej, dokladnie - w rachunku prawdopodobienstwa
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wlasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym;

2) stosuje schemat Bernoulliego.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;



« kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia, korzystajgc ze wzoru na prawdopodobienstwo
klasyczne

» wykorzystuje aparat kombinatoryczny do wyznaczania liczby zdarzen elementarnych
i liczby zdarzen sprzyjajacych

» rozwigzuje tekstowe zadania probabilistyczne, zawierajace sformutowania co najmniej,
co najwyzej, doktadnie

 stosuje obiekty matematyczne i operuje nimi, interpretuje pojecia matematyczne

« dobierai tworzy modele matematyczne przy rozwigzywaniu probleméw praktycznych
i teoretycznych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» technika CPM
 technika obserwacji migawkowych
e mapa mysli

Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu komputery w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat
do dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Zadaniem uczniow bylo sporzadzenie mapy mysli, zbierajacej wiadomosci na temat
poznanych do tej pory wzoréw kombinatorycznych.

2. Ochotnicy przedstawiaja swoje mapy, w wyniku czego zostaje stworzona jedna, wspolna
mapa mysli, z ktorej wszyscy uczniowie beda korzystac¢ na lekcij.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.



Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach technika CPM. Ich zadaniem jest zaplanowanie dziatan
zwigzanych z szukaniem prawdopodobienstwa zajscia danych zdarzen w sytuacjach,
w ktorych wystepuje zwrot — co najmniej, co najwyzej lub doktadnie.

2. Warto, aby uczniowie uwzglednili w swoich planach czas na samodzielne dochodzenie
do wiedzy, a dopiero pozniej zapoznanie si¢ z materialem z sekcji ,Przeczytaj.

3. Po ustaleniu planu i zapoznaniu si¢ z filmem samouczkiem, uczniowie wykonujg
¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Kazda z grup technika obserwaciji migawkowych rejestruje najwazniejsze elementy
pracy grupy, zwracajac szczegolng uwage na sposob komunikowania si¢ i strategie
wykorzystywane do rozwigzywania problemow.

Liderzy grup dzielg si¢ refleksjami na temat metod wykorzystywanych przez grupy
w celu sprawdzenia poprawnosci uzyskanego wyniku (bez zagladania do odpowiedzi),
organizacji pracy, jej intensywnosci i uksztattowanych umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest przygotowanie diagramu Ishikawy pokazujacego klasyfikacje zadan
»,Na" co najmniej, co najwyzej, doktadnie.

Materialy pomocnicze:
Zastosowanie klasycznego modelu prawdopodobienstwa
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany na zajeciach pokazujgcych zastosowanie
kombinatoryki do ustalania liczby elementow sprzyjajagcych danemu zdarzeniu losowemu.
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