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Choc¢ z pojeciem algorytmu spotykasz si¢ najczesciej na lekcjach informatyki, nie znaczy to,
ze algorytmy nie mogg by¢ wykorzystywane do rozwigzywania probleméw z innych
dziedzin.

Algorytmy stosowane do rozwigzywania problemoéw matematycznych za pomoca operacii
na liczbach nazywamy algorytmami liczbowymi lub numerycznymi.

Jednym z problemoéw, ktory mozemy rozwiazac, wykorzystujac algorytmy liczbowe, jest
sprawdzenie, czy dana liczba spelnia okreslone warunki.

Na lekcjach matematyki nauczyliSmy sie, jak definiowac liczby pierwsze czy liczby
doskonate. Wiemy zatem, ze s3 to liczby, ktore spelniajg okreslone warunki. To, czy dana
liczba nalezy do konkretnego zbioru, weryfikujemy, korzystajagc z odpowiedniego algorytmu
liczbowego.

Implementacja algorytmow liczbowych w poszczegolnych jezykach programowania zostata
przedstawiona w e-materiatach:

» Algorytmy liczbowe w jezyku C++,
» Algorytmy liczbowe w jezyku Java,
» Algorytmy liczbowe w jezyku Python.
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Wiecej zadan? Przejdz do Algorytmy liczbowe - zadania maturalne.
Twoje cele

» Wyjasnisz, jakie wiasciwosci musi posiada¢ dana liczba, aby mogta zosta¢ nazwana
liczba doskonala, zaprzyjazniong, blizniacza lub pierwsza.

e Przeanalizujesz algorytmy, ktore pozwalajg sprawdzic¢, czy dana liczba spelnia
zatozone kryteria.

e Rozwiazesz zadania sprawdzajace wiedze na temat algorytmow liczbowych.
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Przeczytaj

Liczby pierwsze

Na poczatek przyjrzyjmy si¢ grupie liczb nazywanych pierwszymi. Nalezg do nich np.:

Na pierwszy rzut oka trudno zauwazy¢ jakgkolwiek wiasciwos¢, ktora bytaby wspolna dla
wszystkich wymienionych wyzejliczb. Laczy je jednak pewna zaleznos¢ dotyczaca ich
dzielnikow.

Przypomnijmy wiec — dana liczba jest liczbg pierwszg, jesli spetnia dwa warunki:

* jestliczbg naturalng wiekszg od 1,
» posiada tylko dwa dzielniki: 1 oraz samg siebie.
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Problem 1

Sprobujmy napisac algorytm w postaci pseudokodu, ktéry sprawdzi, czy dana liczba jest liczbg
pierwsza.

Specyfikacja:

Dane:

e liczba - liczba do sprawdzenia; liczba naturalna

Wynik:

Program wypisuje komunikat Liczba jest liczbg pierwszglub
Liczba nie jest liczbg pierwsza.

liczba < wprowadz liczbe naturalng
czyPierwsza < prawda

jezeli liczba <= 1:
czyPierwsza « failsz
W przeciwnym razie:
i<2
dopdéki i * i <= liczba:
jezeli liczba mod 1 = 0O:
czyPierwsza « faitsz
przerwij petle
i<1i+1

jezeli czyPierwsza = prawda:
wypisz "Liczba jest liczbag pierwszg"
W przeciwnym razie:
wypisz "Liczba nie jest liczbag pierwszg"

Zaczynamy od wprowadzenia liczby, ktéra ma zosta¢ sprawdzona, i zapisania jej w zmiennej
liczba. Nastepnie deklarujemy zmienng logiczng czyPierwsza, ktérej wartos¢ bedzie
wskazywaé, czy dana liczba spetnia warunki liczby pierwszej, czy tez nie.



Kolejnym krokiem jest sprawdzenie w instrukcji warunkowej, czy wprowadzona liczba jest
mniejsza lub réwna 1. Jesli ten warunek jest spetniony, dana liczba na pewno nie bedzie liczba
pierwsza. Dlatego zmiennej logicznej czyPierwsza zostaje przypisana wartos¢ fatsz.

W przeciwnym przypadku nastepuje sprawdzenie dzielnikdw danej liczby z przedziatu
<2, V liczba>. Jezeli w zadanym przedziale zostanie znaleziony dzielnik, to liczba ta nie jest

liczbg pierwsza. Sprawdzenie odbywa sie w instrukcji warunkowej wewnatrz petli. Wyrazenie
mod oznacza operacje modulo (w wielu jezykach programowania oznaczana symbolem %), czyli

zwraca reszte z dzielenia liczby przez i.

Liczby doskonate

Kolejng ciekawa grupa liczb sg liczby doskonate. Wyrodzniajaca je wiasciwoS¢ rowniez
dotyczy dzielnikow.

Aby dana liczbe naturalng mozna byto nazwa¢ doskonatg, suma jej dzielnikow wtasciwych
musi by¢ rowna tejliczbie. Przyktadami takich liczb sa:

° 67

. 28,
. 496,
. 8128.

Przyjrzyjmy sie zatem doktadnie liczbie 6:

o dzielniki wlasciwe: 1, 2, 3.
e suma dzielnikow wilasciwych: 1+2 +3 = 6.
o Czyjest to liczba doskonata? TAK

Podobnie sprawdzimy liczbe 28:

o dzielniki wlasciwe: 1, 2, 4,7 14.
e suma dzielnikow wlasciwych: 1+2 +4 +7+14 = 28.
o Czyjest to liczba doskonata? TAK
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Problem 2

Napiszmy teraz algorytm w postaci pseudokodu, ktéry sprawdzi, czy dana liczba jest liczba
doskonata.

Specyfikacja:

Dane:

e liczba - liczba do sprawdzenia; liczba naturalna

Wynik:

Program wypisuje komunikat Liczba jest liczbg doskonaiglub
Liczba nie jest liczbg doskonata.

Zapisany za pomocg pseudokodu algorytm sprawdzajacy, czy dana liczba jest liczbg doskonats,
bedzie wygladat nastepujaco:

liczba < wprowadZz liczbe naturalng
sumaDzielnikow < 0

dla 1 =1, 2, 3, ..., liczba - 1 wykonuj:
jezeli liczba mod 1 = 0O:
sumaDzielnikow < sumaDzielnikow + i

jezeli sumaDzielnikow = liczba wykonaj:
wypisz "Liczba jest liczba doskonatg"

W przeciwnym razie:
wypisz "Liczba nie jest liczba doskonaig"

Pierwszym krokiem jest wprowadzenie liczby, ktérg chcemy sprawdzié, i zapisanie jej wartosci
w zmiennej 1iczba. Nastepnie zostaje zadeklarowana zmienna sumaDzielnikéw. Zmienna,
jak wskazuje jej nazwa, bedzie stuzyta do sumowania dzielnikow wtasciwych zadanej liczby.

Nastepnie zostaje zadeklarowana petla, ktéra iteruje po liczbach z przedziatu (1, liczba — 1),
sprawdzajac, czy dana wartos¢ i jest dzielnikiem sprawdzanej liczby. Jezeli tak, to nastepuje



modyfikacja wartosci zmiennej sumaDzielnikoéw. Warto$¢ sumaDzielnikow zostaje
zwiekszona o wykryty dzielnik.

Ostatnim krokiem jest sprawdzenie, czy sumaDzielnikdw jest réwna sprawdzanej liczbie.

Jesli tak, oznacza to, ze liczba ta jest liczbg doskonata.

Liczby blizniacze

Inng interesujacq grupg sq liczby blizniacze. Sa to pary liczb pierwszych, ktorych réznica
jest rowna 2. Przyktadami takich par beda:

e 3i5,

e 5i7,
11113,
17119,
8571 859.



Problem 3

Napiszmy algorytm w postaci pseudokodu, ktéry sprawdzi, czy dane dwie liczby 1iczba1

oraz 1iczba?2 sg liczbami blizniaczymi.
Specyfikacja:
Dane:

e liczbal - liczba do sprawdzenia; liczba naturalna
e liczba2 - liczba do sprawdzenia; liczba naturalna
Wynik:

Program wypisuje komunikat Liczby sg parg liczb bliZzniaczych lub
Liczby nie sg parg liczb blizniaczych.

Oto zapisany za pomoca pseudokodu algorytm sprawdzajacy, czy dwie zadane liczby sa

liczbami blizniaczymi:

funkcja czyPierwsza(liczba):
jezeli liczba <= 1:
zwroc¢ faitsz
W przeciwnym razie:
i< 2
dopoki i * i <= liczba:
jezeli liczba mod i = 0:
zwroc¢ faitsz
i<1+1
zwroc¢ prawda

funkcja wartos¢Bezwzgledna(liczba):
jezeli liczba < 0:
zwroc¢ -liczba
W przeciwnym razie:
zwroc¢ liczba



liczbal < wprowadz liczbe
liczba2 < wprowadz liczbe

jezeli wartoscBezwzgledna(liczbal - liczba2) = 2:
jezeli czyPierwsza(liczbal) = prawda:
jezeli czyPierwsza(liczba2) = prawda:
wypisz "Liczby sg parg liczb blizniaczych"
W przeciwnym razie:
wypisz "Liczby nie sg parag liczb blizniaczych"
W przeciwnym razie:
wypisz "Liczby nie sg parag liczb blizniaczych"
W przeciwnym razie:
wypisz "Liczby nie sg parg liczb blizZniaczych"

Funkcja czyPierwsza( ) sprawdza, czy dana liczba jest liczba pierwsza. Jesli tak, zwraca
wartos¢ prawda. Wykorzystuje ona algorytm przedstawiony w sekcji powyzej.

Funkcjawartos¢Bezwzgledna( ) zwraca warto$¢ bezwzgledna z danej liczby.

Na poczatku sprawdzamy, czy réznica miedzy liczbami wynosi 2. Jezeli tak, to sprawdzamy, czy
liczby sg liczbami pierwszymi. W takim wypadku wiemy, ze podane liczby s3 liczbami

blizniaczymi.

Liczby zaprzyjaznione

Aby dwie liczby naturalne mozna bylo uznac za pare liczb zaprzyjaznionych, suma
dzielnikow wiasciwych pierwszej z nich musi by¢ rowna warto$ci drugiejliczby, natomiast
suma dzielnikow wilasciwych drugiejliczby musi by¢ rowna wartosci pierwszej liczby.
Przykladem pary speiniajacej ten warunek sg liczby 220 i 284. Sprawdzmy:

 dzielniki wtasciwe liczby 220:

o 1,2,4,5,10,11, 20, 22, 44, 55, 110 - ich suma wynosi 284;
 dzielniki wtasciwe liczby 284:

o 1,2,4,71,142 - ich suma wynosi 220.

Stownik

dzielnik

liczba, ktora dzieli bez reszty dang liczbe catkowitg
dzielniki wtasciwe




dzielniki danejliczby mniejsze od niej same;j



Schemat interaktywny




Polecenie 1

Korzystajac z jezyka programowania lub schematu interaktywnego, zastosuj algorytm
sprawdzajacy, czy dwie podane liczby s3 para liczb zaprzyjaznionych.

Specyfikacja:

Dane:

e liczbal - liczba do sprawdzenia; liczba naturalna

e liczba2 - liczba do sprawdzenia; liczba naturalna

Wynik:

Program wypisuje komunikat Liczby sg parg liczb zaprzyjaznionych lub
Liczby nie sg parg liczb zaprzyjaznionych.



Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi stworzonego algorytmu.

Polecenie 3

Podaj przyktady innych algorytméw liczbowych.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1
Dokoncz zdanie.
Dzielniki wtasciwe danej liczby to...

() dzielniki tej liczby poza dzielnikiem réwnym tej liczbie.

() dzielniki nieparzyste tej liczby.

Q wszystkie dzielniki tej liczby.

() dzielniki parzyste tej liczby.

Cwiczenie 2
Dopasuj podane liczby do odpowiednich grup.

dzielniki wtasciwe liczby 28

El|| S ENE e

dzielniki wtasciwe liczby 17




Cwiczenie 3 »

Uzupetnij zdanie brakujgcymi fragmentami, korzystajac z podanych propozycji.

__________________________________________

______________

,,,,,,,,,,,,,,

‘ iloczyn ’ ‘ dzielnikéw wtasciwych ’ ‘ wrazliwe ’ ‘ suma ’ ‘ dzielnikéw prawdziwych ’

‘ drugiej ‘ pierwszej | | zaprzyjaznione ‘ prawdziwe ’ blizniacze ’

Cwiczenie 4 P

Uzupetnij zdanie brakujgcymi fragmentami, korzystajac z podanych propozycji.

__________________________________________

wiasciwych ’ ‘ zaprzyjaznionych | | dzielnikéw | | wrazliwych ’ ‘ prawdziwa ’ ‘ doskonata ’

Cwiczenie 5 O

Uzupetnij zdanie brakujgcymi fragmentami, korzystajac z podanych propozycji.

__________________________________________

______________

______________

doskonate ’ ‘ zaprzyjaznione ’ ‘ suma ’ ‘ blizniacze ’ ‘ 2 ’ ‘ réznica ’ ‘ pierwszymi




Cwiczenie 6 @

Zapoznaj sie z kodem zrodtowym i wykonaj polecenie.

1 liczba < wprowadz liczbe naturalng

2s <0

€

4dlai=12, 2, 3, ..., liczba - 1 wykonuj:
5 jezeli liczba mod i = 0:

6 S —«s + 1

-

8 jezeli s = liczba:

9 wypisz "TAK"

10 w przeciwnym razie:
11 wypisz "NIE"

Wskaz wtasciwe zakonczenie zdania:
Wynikiem dziatania programu bedzie komunikat TAK, jesli zmienna 1iczba bedzie spetniata
warunki...

liczby zaprzyjaznionej.

liczby blizniaczej.

liczby pierwszej.

o O O O

liczby doskonatej.



Cwiczenie 7

Zapoznaj sie z kodem zrodtowym i wykonaj polecenie.

liczba < wprowadz liczbe naturalng
k —« prawda

jezeli liczba < 2:
k - fatsz
W przeciwnym razie:
i< 2
dopéki i * i <= liczba:
jezeli liczba mod i = 0:
k - faisz
wyjdz z petli
i<1+1
jezeli k = prawda:
wypisz "TAK"

W przeciwnym razie:
wypisz "NIE"

Wskaz wtasciwe zakonczenie zdania:
Nastapi wypisanie komunikatu TAK, gdy 1iczba bedzie spetniata warunki...

liczby blizniaczej.

liczby pierwszej.

liczby doskonatej.

o o O O

liczby zaprzyjaznionej.



Cwiczenie 8 @
Wskaz, ktére z tych liczb mozemy nazwac liczbami doskonatymi. Zaznacz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

(] 7
] 25
] 28

(] 6



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy liczbowe
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) planuje kolejne kroki rozwigzywania problemu, z uwzglednieniem podstawowych
etapow myslenia komputacyjnego (okreslenie problemu, definicja modeli i poje¢,
znalezienie rozwigzania, zaprogramowanie i testowanie rozwigzania).

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

a) na liczbach: badania pierwszosci liczby, zamiany reprezentacji liczb miedzy
pozycyjnymi systemami liczbowymi, dziatan na utamkach z wykorzystaniem NWD
i NWW,

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:



1) w zaleznoSci od problemu rozwigzuje go, stosujgc metode wstepujacg lub
zstepujaca;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) projektuje i tworzy rozbudowane programy w procesie rozwigzywania problemow,
wykorzystuje w programach dobrane do algorytmow struktury danych, w tym
struktury dynamiczne i korzysta z dostepnych bibliotek dla tych struktur;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Wyjasnisz, jakie wiaSciwosci musi posiada¢ dana liczba, aby mogta zosta¢ nazwana
liczba doskonaty, zaprzyjazniona, blizniaczg lub pierwsza.

» Przeanalizujesz algorytmy, ktore pozwalajg sprawdzic, czy dana liczba speinia zatozone
kryteria.

e Rozwigzesz zadania sprawdzajace wiedze na temat algorytmow liczbowych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.



Srodki dydaktyczne:

» komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»2Algorytmy liczbowe”. Uczniowie majg zapoznac si¢ z tresciami w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcjg zaproponowali kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedza w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce prosi o ciche
zapoznanie si¢ z treScig w sekciji ,Przeczytaj’.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Schemat interaktywny”.
W przedstawionej aplikacji uczniowie przygotowuja algorytm sprawdzajacy, czy para
liczb 220 i 284 jest parg liczb zaprzyjaznionych.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia nr 1-8, po ich
wykonaniu poréwnujg otrzymane wyniki z inng osoba.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wyswietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje omoéwienie ewentualnych
problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

Praca domowa:

1. Zapisz w wybranym jezyku programowania program przygotowany w sekcji ,Schemat
interaktywny”.

Wskazowki metodyczne:

e Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.






