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Zadania na dowodzenie prowadzace do rozwigzywania
nierownosci wielomianowych
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Zrédto: Kelli Tungay, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

W tym materiale zajmiemy sie rozwigzywaniem zadan na dowodzenie z zastosowaniem
nierownosci wielomianowych. Szczeg6lng uwage poswiecimy zadaniom typu ,wykaz, ze”,
dotyczacym udowodnienia, ze nierownos¢ nie posiada rozwigzania lub rozwigzania sa
kolejnymi liczbami catkowitymi. Rozwigzemy tez nierownosci z parametrem.

Twoje cele

e Rozwiazesz nierownos¢ wielomianowg opisujacg zalezno$ci miedzy danymi.

» Udowodnisz, ze nieré6wno$¢ wielomianowa ma rozwigzanie speiniajace dany
warunek.

o Wykazesz, ze dana nierownos¢ wielomianowa nie posiada rozwigzan lub zbiorem
rozwiazan nierownosci jest zbior liczb rzeczywistych.




Przeczytaj

Definicja: Nieréwnos¢ wielomianowa
Nierownoscia wielomianowgq stopnia n nazywamy kazdg z nierownosci postaci:
W(z) > 0lubW(z) > 0lub W(z) < 0lub W(z) <0,

gdzie:
W - jest wielomianem stopnia n.

Aby rozwigza¢ nieréwno$¢ wielomianowg, postepujemy podobnie, jak podczas
rozwiazywania réwnan. Jezeli nierownosc¢ jest przedstawiona w postaci iloczynowe;j,
obliczamy pierwiastki odpowiednich réwnan, a nastepnie za pomoc3 siatki znakoéw lub
metoda graficzng odczytujemy, dla jakich z przyjmuje nieréwno$¢ zagdane wartoSci.

Przyktad 1

Udowodnimy, ze nieréwno$¢ wielomianowa z* + 2z* + 2? < 0 nie posiada rozwigzan
w zbiorze liczb rzeczywistych.

42zt 4+ 22 <0

Wylaczymy przed nawias jednomian z2.
332(332+2w+1) <0

22(z+1)* <0

Szkicujemy wykres wielomianu W (z) = 22(x + 1), obliczajac najpierw miejsca zerowe
wielomianu W(z).

2(z+1)%*=0
z=0lubx = -1

Oba pierwiastki wielomianu W (z) sa podwojne, wiec wykres jest styczny do osi X.




zel
NierownoS$¢ nie posiada rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych.

Przyktad 2

Wykazemy, ze zbior rozwigzan nieréwnosci z* — 1223 + 52z% — 96z + 64 < 0 sklada sie
z dwoch kolejnych liczb parzystych.

Zapiszemy nierownos¢ w postaci rownowaznej tak, abySmy mogli pogrupowac wyrazy
i wylaczy¢ wspolny czynnik przed nawias.

z* — 22° — 102 + 202? + 3222 — 64z — 322 + 64 < 0
z3(z — 2) — 10z%(z — 2) + 32z(z — 2) — 32(z —2) <0
(z —2) (2 — 102® + 32z — 32) <0

(z — 2) (23 — 222 — 82?2 + 16z + 16z — 32) < 0

(z — 2)[z*(z — 2) — 8z(z — 2) + 16(z — 2)] <0

(z —2)(z —2)(z* — 8z +16) <0

(z —2)%(x —4)*<0

r=2lubzx =4

9 4 X

z €2, 4}
Zatem zbior rozwigzan nieréwnosci sktada sie z dwoch kolejnych liczb parzystych.
Przyktad 3

Wykazemy, ze nierownos$¢ wielomianowa 8 + 28 — 22 — 223 + 22 +1 > 0 jest
speiniona przez kazda liczbe rzeczywista.

2+ —225 — 223 +224+1>0


javascript:void(0);

x2(:c6—2:c3—|—1) + 2 —2234+1>0

(:I;ﬁ —2x3+1)(m2+1) >0

(8 —1)% (22 +1) > 0

Ustalimy znak iloczynu na podstawie znakow czynnikow.

Wyrazenie (x3 — 1)2 > 0, bo kwadrat dowolnejliczby jest liczba nieujemna.

Suma algebraiczna 2> + 1 > 0, bo suma liczby nieujemneji dodatniejjest dodatnia.
Iloczyn liczby dodatnieji nieujemnejjest liczba nieujemna.

Zatem nieroOwnosc jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista.

Przyktad 4

4 322 — 4z + 9 < 0jest sprzeczna dla kazdego z € R.

Wykazemy, ze nieré6wnos¢
Zapiszemy nieroOwnos¢ w postaci rownowazne;j.
2t — 4’ + 4422 —4x+4+41<0

(@2 —2)° + (-2 +1<0

Lewa strona nierownosci przyjmuje zawsze wartosci dodatnie, bo (332 — 2)2 >0i
(z — 2)% > 0. Po dodaniu liczby 1 wynik bedzie dodatni.

Zatem nieroOwnos$c¢ nie posiada rozwigzania.

Przyktad 5

Wykazemy, ze dla k = 3 zbiorem rozwigzan nieréwnosci wielomianowej
(z — 3)(2? — 2kz + k?) > 0 jest zbior (3, c0).

Dla k = 3 otrzymujemy :
(z—3)(z>—6z+9) >0
(z—3)(x—3)7>0

(z—3)*>0
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Przyktad 6

Wykazemy, ze dla dowolnego m # 0 rownanie —m?z* + (m? + 2)z + (m* — 1) = 0 ma
dwa rozne rozwigzania.

Aby rownanie kwadratowe miato dwa rozne rozwigzania A > 0. Zatem musimy
rozwigza¢ pewng nieré6wnos¢ wielomianow3.

A= (m2—|—2)2—|—4m2(m2—1) =m*+4m2 + 4+ 4m?* — 4m? = 5m* + 4.

Wyrazenie 5m* + 4 > 0 dla dowolnego m.

Zatem dla m # 0 réwnanie ma dwa roézne rozwigzania.

Stownik

nieréwnos¢ wielomianowa

kazda z nierowno$ci postaci:

W(z) > 0lub W(z) > 0lub W(x) < 0lub W(x) <0,

gdzie:
W - jest wielomianem stopnia n




Animacja

Polecenie 1
Zapoznaj sie z animacjg oraz z zawartymi w nim sposobami rozwigzania zadan na dowodzenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1Go0hlzj

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej dowodzenia nierownosci wielomianowych.

Polecenie 2

Wykaz, ze dla p > 0 nieréwnos¢ z* + (3+ p):v2 + 3p > 0 jest zawsze prawdziwa.


https://zpe.gov.pl/a/D1Go0hIzj

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawna odpowiedz. Aby wykazaé, ze nieréwnoséé¢ z* — 223 + 22 < 0 nie posiada
rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych, mozna zapisa¢ nieréwnos¢ w postaci réwnowazne;j:

O 22(x+1)>>0
O 22(z+1)*<0
O #2(zx-1)%*<0

O 22(xz—1)>>0

Cwiczenie 2 @)
Wstaw w wyznaczone miejsce odpowiednie wyrazenie.

Aby pokaza¢, ze zbiorem rozwiazan nieréwnoséci 2 + 4z3 4+ 422 > 0 sa wszystkie liczby

rzeczywiste, sprowadzimy nieréwno$¢ do postaci: z2- ! > 0.

(@2 || (@+3?] (@1 (@+2)°




Cwiczenie 3 @

Dana jest nieréwnosé¢ (z — 1)2 (ac2 — 2kx + k) < 0. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.
. . s sse . 2 2

Dla k = 1 nieréwnos¢ jest postaci (z — 1)*(2? — 2z + 1) < 0.

Dla k = 1 nieréwnos¢ jest postaci (z — 1)* < 0.

O o 0O

Dla k = 1 nieréwnos¢ jest postaci (z — 1)*(z — 1)* < 0.
[ ] Dlak = 1 nier6wnos¢ jest postaci (z — 1)2(a32 —2z+1) >0.
Cwiczenie 4

Wykaz, ze zbiér rozwiazan nieréwnoéci ¢ — 823 + 2222 — 24z + 9 < 0 sktada sie z dwdch
kolejnych liczb nieparzystych.

Ut6z etapy rozwigzania w odpowiedniej kolejnosci oraz naszkicuj zbiér rozwigzan nierdwnosci.

(z—1)[z*(x—1)—6z(z—1)+9(z—1)] <0 =
(z—1)(2® — 722 + 152 — 9) <0 s
ot — 2 — T+ T2+ 1522 — 152 — 92+ 9 <0 =
zt — 8z° +222% — 24x+9 <0 =
(z—1)(z—1)(z*—62+9) <0 =
(z—-1)*(z—-3)"<0 :
(z—1)—T22(x— 1)+ 15z(z —1) —9(z—1) <0 $
z € {1, 3} $



Cwiczenie 5

Przeciggnij w wyznaczone miejsce odpowiednie wyrazenie.

4

Aby udowodni¢, ze nieréwnosé z* — 22 — 4z + 6 < 0 nie ma rozwiazan w zbiorze liczb

rzeczywistych, mozna nieréwnos¢ doprowadzi¢ do postaci:

Cwiczenie 6

Wykaz, ze zbiér rozwigzan nieréwnosci zt — 62 + 1322 — 122 + 4 < 0 sktada sie zdwéch
kolejnych liczb catkowitych.
Whisz liczby w kolejnosci rosnacej.

Liczby te to ’ ‘

Cwiczenie 7 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Aby wykazac, ze dla dowolnego m # 0 réwnanie
—m2z® + (m2 + 8)90 + (m2 — 4) = 0 ma dwa rézne rozwigzania, trzeba obliczy¢ wyréznik
trojmianu kwadratowego, ktory jest rowny:

(O A=5m?+64
() A=5m?+8
() A=-3m?>+64

(O A=5m?—-64

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze zbiorem rozwiazan nieréwnosci 5|z| + 2|z|* > 0 jest R.



Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania na dowodzenie prowadzace do rozwigzania nieréwnosci wielomianowych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres rozszerzony.

Uczen:

1) rozwiagzuje nieréwnosci wielomianowe typu W(z) > 0, W(z) > 0, W(z) < 0, W(z) <0
dla wielomianow doprowadzonych do postaci iloczynowejlub takich, ktore daja si¢
doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda wylaczania wspolnego czynnika przed nawias
lub metodg grupowania.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje nierownos$¢ wielomianowg opisujacg zaleznosci miedzy danymi
» dowodzi, ze nierownos¢ wielomianowa ma zbior rozwigzan spetniajacy dany warunek
» dobiera model rozwigzania do okreslonego typu zadania

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa



o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Wybrany przez nauczyciela uczen przypomina sposoby rozwigzania zadan na
dowodzenie, zwraca uwage na odroznienie zalozenia i tezy wystepujacych w zadaniu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metodg odwroconejklasy. Najpierw wymieniaja si¢
miedzy sobg wiadomosciami dotyczgcymi sposobow rozwigzywania zadan na
dowodzenie z zastosowaniem nierownosci wielomianowych, ktore przygotowali
w domu.

2. Uczniowie ogladaja animacje i rozwiazuja przykiad.

3. Uczniowie w parach wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.
Wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace rozwigzywania
zadan na dowodzenie z zastosowaniem nieréwnos$ci wielomianowych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej. Omawia ewentualne problemy, ktore
powstaty podczas rozwigzywania ¢wiczen interaktywnych.

Praca domowa:

Uczniowie dobierajg sie¢ w pary i tworzg dla drugiej osoby zadania analogiczne do zadan 6
i7zczesci ,Sprawdz sie”.



Materialy pomocnicze:
Pierwiastki rownan
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako powtorzenie przed pracg klasowa.


https://epodreczniki.pl/a/pierwiastki-rownan/DTwdUrxkE

