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Przyktady stycznych

Zrédto: Roy Muz, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Styczng do okregu mozna zdefiniowac jako prosta majaca z okregiem doktadnie jeden
punkt wspolny. W przypadku stycznej do wykresu funkciji takie okreslenie nie jest
poprawne.

W tym materiale wyznaczymy styczne do wykresow réznych typow funkcji, odpowiemy
rowniez na pytanie, czy na pewno styczna ma tylko jeden punkt wspolny z wykresem
funkcji oraz czy zawsze istnieje.

Twoje cele

o Wyznaczysz rownania stycznych do wykresow wybranych funkcii.

» Wskazesz przyklady funkciji, dla ktorych istnieja styczne majace z wykresem funkcji
wiecejniz jeden punkt wspolny.

» Podasz przyktady funkciji, dla ktérych nie istnieje styczna do ich wykresu
w okreslonym punkcie.




Przeczytaj

Geometryczna konstrukcja stycznej

Styczna do krzywejw zadanym punkcie to taka prosta, ktora w matym otoczeniu tego
punktu ma przebieg podobny do przebiegu krzywej oraz w tym matym otoczeniu ma
dokladnie jeden punkt wspolny z krzywg. Sprobujmy narysowac takg styczng w przypadku
konkretnej funkciji, a p6zniej wyznaczyc jej rownanie.

Poprawne narysowanie stycznejw danym punkcie wymaga najpierw narysowania
siecznych wykresu w okolicy tego punktu. Zrobmy to na konkretnym przyktadzie —
wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = x? w punkcie (1, 1). Przypomnijmy
sobie najpierw, ze rownanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty (z1,y1) i (22, y2) jest
postaci

Y= e (@ —m) +y
Wezmy teraz pod uwage punkt na wykresie, potozony blisko wybranego punktu (1, 1), na
przyktad (1, 1;1,21). Sieczna, przechodzgca przez te dwa punkty, bedzie postaci
y = 2,1z — 1, 1. Rozwazmy jeszcze blizszy punkt: (1,01;1,0201). Sieczna, przechodzaca
przez ten punkt oraz przez punkt poczatkowo wybrany (1, 1), bedzie dana wzorem
y = 2,01z — 1,01. Podobnie, sieczna przechodzaca przez ustalony punkt (1, 1) oraz
jeszcze blizszy (1,001; 1,002001), bedzie miata posta¢ y = 2,001z — 1,001. Mozemy ten
proces przesledzi¢ na ponizszej symulaciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1GblsxUh


https://zpe.gov.pl/a/D1GbIsxUh

Udowodnimy, ze gdy bedziemy si¢ zbliza¢ z drugim punktem nieskonczenie blisko do
punktu (1, 1), to réwnanie prostej siecznej bedzie si¢ nieskoniczenie mato rézni¢ od
rownania y = 2z — 1, wiec bedzie to rownanie prostej stycznej w tym punkcie.

Wezmy dowolnie matg liczbe dodatnig h i rozwazmy dwa punkty: A = (1,1) i
B= (1 +h, (1+ h)2>, potozone na wykresie funkcji y = x?. Wyznaczmy najpierw
wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i B. Bedzie on wynosit
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co jest zgodne z naszymi oczekiwaniami.
Wspotczynnik b bedzie rowny:

b=a - (—z1)+y1=(2+h)(-1)+1=—-1—h,
co rowniez jest zgodne z naszymi oczekiwaniami.

Jezeli zalozymy teraz, ze wybrana liczba h bedzie dazy¢ do zera, to warto$¢ a bedzie dazy¢
do 2, a wartoé¢ b do (—1) i ostatecznie rownanie prostej stycznejbedzie postaci y = 2z — 1

Przyktad 1
Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = x> w punkcie (1, 1).
Rozwigzanie

Wezmy dowolnie matg liczbe dodatnig h i rozwazmy dwa punkty: A = (1,1) i
B = (1 +h, (1+ h)3), potozone na wykresie funkcji f(z) = z3.

Wyznaczmy najpierw wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i
B:

ey (LFR)P1  143h43R24R3—1 _ 3h43h2+hd 9
= 2oz — @+h)-1 3 = 7 =3+3h+h

Wyraz wolny jest rowny:
b=a-(—z1)+y1=(3+3h+h*)(-1)+1=-2—3h—h%.

Zaktadamy, ze h dazy do zera, zatem warto$¢ a bedzie dazy¢ do 3, a warto$¢ b do (—2)
i ostatecznie rOwnanie prostej stycznejjest postaci y = 3z — 2.
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Przyktad 2
Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 2z* + = w punkcie (0, 0).
Rozwigzanie

Wezmy dowolnie matg liczbe dodatnig h i rozwazmy dwa punkty: A = (0,0) i
B = (h,2h* + h), potozone na wykresie funkcji f(z) = 22> + =.

Wyznaczmy najpierw wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i
B:

_ Y=Y _ 2h’+h—0 __ 2h’4+h __
a = To—T1 h—0 _ h =2h +1

Wyraz wolny jest rowny:
b=a-(—z1)+y1=(2h+1)-0+0=0.

Zakladamy, ze h dgzy do zera, zatem warto$¢ a bedzie dazy¢ do 1, za§ wartoS¢ b jest
rowna 0 i ostatecznie rOwnanie prostej stycznejjest postaci y = x.



Powyzsza metoda jest skomplikowana i czasochtonna. Gdybysmy chcieli w ten sposob
wyznaczy¢ styczng do wykresu funkcji f(z) = x° — 4% + 3z — 7, bytoby to mozliwe, ale
uciazliwe. Istnieje na szczeScie metoda analityczna wyznaczania rownania stycznej do
wykresu funkciji, ktérejzasadnicza czescia jest obliczenie pochodnej funkcji w danym
punkcie.

Podamy teraz przyktady funkciji, ktorych styczne do ich wykresu maja wiecejniz 1 punkt
wspolny z tym wykresem.

Przyktad 3

Rozwazmy funkcje f(z) = 32 — 2z* + 3z — 11 narysujmy styczng do jej wykresu
w punkcie (3, —1). Sprawdzimy, ile punktow wspolnych ma ta styczna z wykresem
funkciji f.

Rozwigzanie

Rysujemy wykres tej funkcji oraz prowadzimy styczng w punkcie (3, —1):
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Widzimy, ze styczna do wykresu funkcji f(z) = +2° — 22 + 3z — 1 w punkcie (3; — 1)
ma jeszcze 1 punkt wspoélny z wykresem funkcji f.

Przyktad 4

Narysujemy styczng do wykresu funkcji f(z) = sin(2z — ) w punkcie (2, 1).
Sprawdzimy, ile punktow wspolnych ma ta styczna z wykresem funkciji f.

Rozwigzanie

Rysujemy wykres funkcji f(z) = sin(2z — %) i prowadzimy styczng do tego wykresu
w punkcie (%w, 1):




Styczna do wykresu funkeji f w punkcie (3, 1) ma z tym wykresem nieskonczenie

wiele punktow wspolnych.
Przedstawimy teraz przyklad funkciji, ktéra nie ma stycznejw podanym punkcie
Przyktad 5
Sprawdzimy, czy wykres funkcji y = |x| ma styczng w punkcie (0, 0).
Rozwigzanie
Wyznaczamy sieczne do wykresu tej funkcji w poblizu punktu (0, 0):

« jezeli bedziemy sie¢ do niego zblizac z lewej strony, sieczne zawsze bedg tej same;j
postaci:y = —«,

» gdybedziemy sie zbliza¢ z prawej strony, to przyjma inng, ale rowniez caty czas te
sama postac: y = x.

Tym samym nie istnieje mozliwos¢ ustalenia jednej stycznej, czyli takiej, ktora bedzie
miata w okolicy wyznaczonego punktu jeden punkt wspolny z wykresem oraz ktorej
wykres bedzie przebiegat podobnie do wykresu funkciji.

Podsumowujac, styczna do wykresu funkcji y = |z| w punkcie (0, 0) nie istnieje.

Zauwazmy, ze istnieja funkcje ciagle, ktore nie maja stycznych w nieskonczenie wielu
punktach swojego wykresu. Ponizej przedstawiamy przyklad takiej funkci:

vA
3
% 7 2
1
o
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X
=1
| ) -9
=3

W zadnym punkcie o catkowitych odcietych styczna do wykresu funkcji f nie istnieje.



Ciekawostka

Istnieje funkcja ciagla, ktora nie ma stycznejw zadnym punkcie swojego wykresu. Jest to
funkcja Takagiego. Jest ona przykladem funkciji, dla ktorej nie istnieje pochodna w zadnym
punkcie dziedziny. Przy konstrukciji tej funkciji ,zageszczamy ostrza” zmodyfikowanej
funkcji f(z) = |z|.
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Stownik
styczna do krzywej

prosta, ktéra w maltym otoczeniu tego punktu ma przebieg zblizony do przebiegu
krzywej, oraz ma w tym otoczeniu dokladnie jeden punkt wspolny z krzywa



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja przedstawiajgcg wykresy réznych funkgji i styczne do nich

w wybranych punktach.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmYSPQXI3
Polecenie 2

lle punktow wspadlnych z wykresem funkcji f(a:) = tg x ma styczna do tej tangensoidy

w punktach o odcietych rownych km, gdzie k jest liczbg catkowity?


https://zpe.gov.pl/a/DmYSPQXI3

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

Jaka warto$¢ ma wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej w punkcie (1, —1) do wykresu
funkcji f(x) = 2z% — 3?

______________

2] 4] (3] (]

Cwiczenie 2 ®

Wskaz wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej w punkcie (—1, 1) do wykresu funkcji
f(z) = 52 +5.

—1

funkcja nie posiada stycznej w tym punkcie

o O O O

-3




Cwiczenie 3

Wskaz réwnanie prostej stycznej w punkcie (0, —3) do wykresu funkcji
f(z) = 22% — 3.

O y=-3
() funkcja nie posiada stycznej w tym punkcie
O y=4z

O z=0

Cwiczenie 4

Wskaz punkt, w ktérym styczna do wykresu funkgji f(z) = zt — %:133 + x4+ 3% bedzie
miata wspotczynnik kierunkowy réwny 4.

O (1,5)
O (0,33)
() nieistnieje taki punkt

O (-1,33)



Cwiczenie 5

Zatézmy, ze dana jest rozniczkowalna funkcja f, stale rosnaca, ktérej wartosci w wybranych
punktach sa réwne f(—1) =1, f(1) = 3, f(3) = 19. Co mozna powiedziec o prostej
stycznej do jej wykresu w punkcie (1, 3)? Wskaz poprawna odpowied?.

() Styczna jest prosta rownolegta do osi X.

() Roéwnanie stycznej jest postaciy = —x — 8.

() Woykres funkgji nie posiada stycznej w tym punkcie.

() Wspbtczynnik kierunkowy stycznej jest dodatni.

Cwiczenie 6

Niech dana bedzie funkcja, do ktorej wykresu styczng w punkcie (2, O) jest prosta
y = —x + 2. Zaznacz wszystkie opisy pasujace do tej funkcji.

(] Funkcja musi by¢ malejaca.

(] Funkcja moze by¢ malejaca.

Funkcja musi przechodzi¢ przez punkt (2, 0).

Pochodna tej funkcji dla x = 2 jest réwna —1

Taka funkcja nie istnieje.

O o o g

Funkcja nie jest rézniczkowalna dla x = 2.



Cwiczenie 7 @
Potacz w pary wzory funkcji i informacje o stycznej.

styczna w punkcie (1, 0) jest

1 9.2
y=1-2z réwnolegta do osi X
y=z+1dla—-1<z<0,y=0dla styczna w punkcie (0, 1) jest
y=0iy=z—-1dla0<z <1 réwnolegta do osi X
B 1)2 nie istnieje prosta styczna w punkcie
Yy= (LU - ) (0’ 0)
styczna w kazdym punkcie ma
y=2—=x i .
réwnanie:y =2 —
Cwiczenie 8 @

Dna jest funkcjay = c2z* — cx? z parametrem rzeczywistym c. Potacz wartoéci parametru c

z odpowiednimi opisami sytuacji.

styczna do wykresu funkcji w punkcie
c<0 (0,0) przecina ten wykres w doktadnie
dwoch innych punktach

styczna do wykresu funkcji w punkcie
nie ma takiej wartosci ¢ (0,0) nie przecina tego wykresu
w zadnym innym punkcie

wykres funkcji jest prostg styczna do
samej siebie

wykres funkcji ma styczng przecinajaca

c>0 L .
go w szesciu punktach



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady stycznych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza réwnania stycznych do wykresow wybranych funkcii;

» wskazuje przyklady funkciji, dla ktorych istniejg styczne majgce z wykresem funkcii
wiecej niz jeden punkt wspolny;

» podaje przyktady funkciji, dla ktorych nie istnieje styczna do ich wykresu w okreslonym
punkcie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
» pokaz multimedialny;
e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.
2. Uczniowie przypominajg definicj¢ stycznej do okregu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 5 grup. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z jednym
przykladem z sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie przedstawic¢ przyktad pozostatym
uczniom.

2. Nauczyciel w razie potrzeby pomaga uczniom w wyjasnianiu zagadnienia.

3. Nauczyciel wySwietla uczniom prezentacje, a uczniowie probujg podac swoje
przyktady funkciji dla ktorych styczna ma 1, 2 lub nieskonczenie wiele punktow
wspolnych z wykresem.

4. Nastepnie uczniowie pracuja indywidualnie - wykonuja Polecenie nr 2 z sekcii
»Prezentacja multimedialna” oraz rozwiazuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia
z sekcji ,Sprawdz si¢”. W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okre$laja, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:



» Uczniowie maja za zadanie wykonac pozostate ¢wiczenia zawarte w sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Materialy pomocnicze:

» Pochodne funkcji elementarnych
» Pochodne funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym

Wskazowki metodyczne:

e Prezentacje multimedialng mozna wykorzystac¢ jako powtorzenie i utrwalenie
wiadomosci o stycznych do wykresu funkcji lub w czasie zaje¢ dotyczacych
interpretacji geometrycznej pochodnej funkcji.
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