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Roéwnania i nieréwnosci liniowe spotykaliSmy na wielu etapach edukacji z réznym
poziomem trudnosci. Rozwigzywanie ich jest stosunkowo tatwe, wystarczy trzymac sie
kilku prostych zasad, ktorych zastosowanie poznasz w dalszej czeSci materiatu.

Roéwnania i nieréwnosci mozna wykorzystywac¢ w rozwiazywaniu problemow spotykanych
w zyciu codziennym. Przyktadowo, mozemy wyznaczy¢ wiek dzieci, znajac sume ich lat

i wiedzac, ktore dziecko jest starsze i o ile lat. Mozemy tez okresli¢, ile zeszytow mozemy
kupic¢ za ustalong kwote, wiedzac ile kosztuje jeden z nich.

Twoje cele

e Rozwigzesz rownania i nieréwnosci liniowe.
o Wykorzystasz wiedze dotyczaca rozwigzywania rownan i nieréwnosci liniowych do

rozwigzywania zadan tekstowych.



Przeczytaj

Na poczatek przypomnijmy, co to jest rOwnanie liniowe i jak sie je rozwiazuje.
Definicja: réwnanie liniowe

Rownaniem liniowym (lub réwnaniem I stopnia) z niewiadomg x nazywamy rownanie,
ktore da sie zapisaC¢ w postaci:

ar +b=0,
gdzie a oraz b to ustalone liczby rzeczywiste.
Wazne!

Liczba rzeczywista jest rozwigzaniem rownania, jesli po jej podstawieniu w miejsce
niewiadomej otrzymujemy prawdziwg rownosc.

Przyktad 1

Rozpatrzmy réwnanie 3z + 9 = 0. Rozstrzygniemy, ktora z liczb:
0,—-1,2czy -3
jest jego rozwiazaniem.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze:

3.0+9=9+#0,
3-(—1)+9=6+0,
3-2+9=15#0,
3-(=3)+9=0.

Zatem liczba (—3) jest rozwigzaniem tego rownania.

Aby wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania rOwnania z jedng niewiadoma, przeksztatcamy je
metodg przeksztalcen rownowaznych, czyli takich, ktore nie zmieniajg zbioru rozwigzan
tego réwnania.

Wazne!
Dane rownanie przeksztalcamy rownowaznie, gdy:

e do obu stron réwnania dodajemy (lub odejmujemy) to samo wyrazenie;
« mnozymy (lub dzielimy) obie strony rownania przez t¢ samg liczbe r6zna od zera;




e pozbywamy sie nawiasow, stosujac prawo rozdzielno$ci mnozenia (w szczegolnosci -
wzory skroconego mnozenia).

Przeniesienia wyrazenia z jednej strony rOwnania na drugg dokonujemy ze zmiang znaku,
co odpowiada odjeciu od obu stron rownania tego samego wyrazenia. Jest to wiec
przeksztalcenie rownowazne.

Przyktad 2

Rozwiazemy rownanie 6x + 14 = —2(z + 1).

Rozwiazanie

Najpierw pozbywamy sie nawiasow, stosujac prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem
dodawania:
6z + 14 = -2z — 2.

Nastepnie do obu stron dodajemy wyrazenie 2z:

8x + 14 = -2,

od obu stron odejmujemy liczbe 14:

8r = —16,

i ostatecznie dzielimy obie strony rOwnania przez 8:
T = —2.

Oznacza to, ze dane rownanie ma jedno rozwigzanie, * = —2.

Podobne przeksztalcenia, cho¢ z jedng bardzo znaczacga roéznicg, stosowa¢ mozna takze
w rozwiazywaniu nieré6wnosci z jedng niewiadoma.
Najprostsza z nich jest tzw. niero6wnos¢ I stopnia, zwana tez nieré6wnoscia liniowa.

Definicja: nieréwnos¢ liniowa

Nierownoscig liniowa z niewiadomg = nazywamy nieré6wnos¢, ktérg mozna zapisac
w jednej z nastepujacych postaci:

ar+b<0,ax+b<0,ax+b>0,ar+b>0,
gdzie a oraz b to ustalone liczby rzeczywiste.
Wazne!

Liczba rzeczywista jest rozwigzaniem nieroéwnosci z jedna niewiadomg z, jesli po
podstawieniu tejliczby w miejsce z, otrzymujemy nier6wnos¢ prawdziwg. Mowimy tez
wtedy, ze liczba ta speinia dang nieré6wnosSc¢. Zbior wszystkich liczb, ktore sg
rozwigzaniem danej nieréwnosci, nazywamy zbiorem rozwigzan tej nieréwnosci.

Przyktad 3




Sprawdzimy, czy liczba 5 spelnia nierownosc¢ 2z 4+ 1 > 3.

Rozwiazanie

Sprawdzamy, ze:
2:-54+1=11> 3.
Zatem liczba 5 speinia nierownos¢ 2z + 1 > 3.

Aby rozwigza¢ nierownosc (czyli znalez¢ zbior jej rozwigzan), mozemy dodawac do obu jej
stron lub odejmowac od obu jej stron to samo wyrazenie.

Przyktad 4

Zauwazmy, ze jezeli do obu stron prawdziwej nierownosci

7>5

dodamy jednoczes$nie dwie liczby: przeciwng do liczby 5 oraz przeciwng do liczby 7:
T+ (=7)+(=5) >5+(=5)+ (-7

to otrzymamy nierownos¢ prawdziwg

-5 > -7,
ktorg mozemy zapisa¢ w postaci
—7 < —5.

Wobec tego gdy obie strony prawdziwej nierownosci:

7>5

pomnozymy przez (—1), to po jednoczesnej zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy
prawdziwa nieréwnosc:

—7 < —5.

Nalezy wiec pamietac, ze:

» mnozac lub dzielac obie strony nierownosci przez te sama liczbe dodatnig,
pozostawiamy zwrot nierownosci bez zmian;

e mnozac lub dzielgc obie strony nierownosci przez te samg liczbe ujemna, nalezy
zmieni¢ zwrot nieroOwnos$ci na przeciwny.

Pamie¢tajac t¢ wazng zasade, mozemy juz zaczg¢ rozwigzywac niero6wnosci liniowe.
Przyktad 5

Rozwigzemy nierownos¢ —2z +1 < 5.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy jg rbwnowaznie nastepujaco:




Najpierw od obu stron nieréwnosci odejmujemy liczbe 1:
—2z < 4.

Nastepnie dzielimy obie strony przez (—2), zmieniajac przy tym zwrot nieréwnosci:
x> —2.

Zbiorem rozwigzan rozpatrywanejnierownosci jest wiec przedzial nieograniczony
(—2, 400).
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Przyktad 6

. . . ’ ’ 2 m+5 o £ :EJ’_]_
Rozwigzemy nierownosc == = < o
Rozwigzanie

Mnozymy obie strony nierownosci przez 30 ( najmniejsza wspolna wielokrotnosc liczb
znajdujacych si¢ w mianownikach utamkow), a nastepnie przeksztalcamy rownowaznie:
30- £ —30- £ <30- &
10(z +5) — 6z < 3(z+ 1)
10z + 50 — 6z < 3z + 3
10z — 6z — 3z <3 — 50

r < —47.

Zatem zbiorem rozwigzan danejnieréwnosci jest przedziat (—oo, —47).

S

— 47 X

Stownik
najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ danych liczb

najmniejsza liczba rozna od zera, ktora jest jednoczesnie wielokrotno$cig kazdej
rozwazanej liczby

przedziat nieograniczony



javascript:void(0);
javascript:void(0);

zbior wszystkich liczb wiekszych (wigekszych badz rownych, mniejszych badz rownych
lub mniejszych) od danejliczby



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Test

Rownania liniowe,
nierownosci
liniowe

Sprawdzisz swojg wiedze dotyczaca:

« rozwigzywania réwnan liniowych,

e rozwigzywania nieréwnosci liniowych,

« wskazywania liczb nalezacych do zbioru
rozwigzan nieréwnosci liniowej,

« wykorzystywania rownosci i nieréownosci
liniowych do rozwigzywania zadan tekstowych.

Liczba pytan: Limit czasu: Twaj ostatni

6 15 min "™

‘ Uruchom

Polecenie 2

Cegta wazy kilogram i p6t cegty. lle wazy cegta?



Polecenie 3

Na osi liczbowej zaznacz przedziat, ktory jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci
—Br+2<zx+1



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

Do dwéch sklepow trzeba przewiezé 2, 5 t towaru, przy czym do pierwszego z nicho 0,7 t
wiecej niz do drugiego.

Zapisz ponizej, ile kg towaru trzeba przewiez¢ do kazdego z tych sklepow.

Odpowiedz: Pierwszy sklep: kg, drugi sklep: kg.

Cwiczenie 2

Kazdemu z réwnan wypisanych w lewej kolumnie przyporzadkuj jego rozwigzanie.

3(z — 4) = bz — 16 z =g

T(x—4)=4(x—5)— 14 z =2

3(z +18) — 5(11 — 3z) = 16z z=—2

4(2z — 9) = 2(5z + 6) — 47 r=—%
Cwiczenie 3 ®

Pewna liczba dwucyfrowa ma nastepujgce wtasnosci:

- jej cyfra jednosci jest dwa razy wieksza od cyfry dziesiatek,

- po przestawieniu jej cyfr otrzymujemy liczbe o 27 od niej wieksza.
Jaka to liczba?

Odpowiedz: Ta liczba to

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Suma trzech liczb wynosi 27. Wyznacz te liczby, wiedzac, ze druga z nich stanowi 75%
trzeciej i jest o b wieksza od pierwszej liczby.
Zapisz ponizej rozwiniecie dziesietne kazdej z tych liczb.

Odpowiedz: Pierwsza liczba: ‘ , druga liczba: , trzecia liczba:

Cwiczenie 6

Jacek ma 320 zt w banknotach o nominatach 50 zi1, 20 zt i 10 zl, przy czym banknotow
pie¢dziesiecioztotowych ma dwa razy wiecej niz banknotéw dwudziestoztotowych i 0 4 mniej
niz banknotow dziesiecioztotowych.

O ile mnigj pieniedzy miatby Jacek, gdyby wszystkie posiadane banknoty zamienit na banknoty
o nominale 10 z1?

Odpowiedz: Po zamianie Jacek miatby mniej o zt.

Cwiczenie 7

Suma S liczby uczniéw w trzech klasach: la, Ib i Ic jest liczbg dwucyfrowg wieksza od 80.
Wiadomo tez, ze w klasie la jest o 3 uczniéw mniej niz w klasie Ib, a liczba uczniéw klasy Ic
jest 0 25% wieksza od liczby uczniéw klasy la.

Sposréd podanych ponizej wybierz i wstaw w kolejnosci rosnacej dwie wartosci S, ktére
spetniajg warunki zadania.

‘94”96”97”81”84”89’

Cwiczenie 8

Wytwornia rozlewa sok pomaranczowy do kartonowych pojemnikéw dwdch rodzajéw:

o pojemnosci 0, 5 litra oraz o pojemnosci 2 litry.

Hurtownik zakupit 300 litrow soku, przy czym okazato sie, ze pojemnikéw mniejszych byto
w zakupionym zestawie o 90 mniej niz pojemnikéw dwulitrowych.

lle pojemnikow poétlitrowych byto wsrdd zakupionych przez hurtownika?

Odpowiedz: Hurtownik zakupit pojemnikéw pétlitrowych.




Cwiczenie 9

Rozwiazaniem rownania (z + 2)(z — 2) = x(x + 1) jest liczba a,

natomiast rozwiazaniem réwnania (z + 2) = (z — 8)? jest liczba b.

Oblicz 10 - b“.

Zakoduj ponizej kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanej
liczby.

Odpowiedz: 10 - b* = 0, H H

Cwiczenie 10
Rozpatrzmy nieréwnosc

(2¢ — 1)* — (ﬁx—l)Q > 22 — 10

lle jest rowna suma s wszystkich dodatnich liczb catkowitych, ktére znajduja sie w zbiorze
rozwigzan tej nierownosci?

() s=151
O s=161
O s=141

O s=171

Cwiczenie 11 @

Najdtuzszy bok tréjkata ma 15 cm, a dwa pozostate boki réznig sie o 3 cm.

Cztery liczby spos$rod podanych ponizej to wartosci, ktére moze przyjmowac dtugosc
najkrétszego boku tego tréjkata.

Wybierz te liczby i ustaw je w kolejnosci rosnacej. Skorzystaj z nierownosci trojkata.

VA | [3+ VT || 2 ][ 8- V5[ 4|

V333 | | 15— VIT || 9+ VIO |
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Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownania i nieréwnosci liniowe

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne:

I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy
uzyciu kalkulatora, stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu
problemow w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

Tresci nauczania - wymagania szczegotowe:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
6) postuguje si¢ pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowe;j;

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:
1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b

IIl. Rdbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy. Uczen:
1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadoma;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:



e rozwigzuje roOwnania i nierébwnosci liniowe.
» wykorzystuje wiedze dotyczgca rozwigzywania rownan i nierownosci liniowych do
rozwigzywania zadan tekstowych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja
» dyskusja
o konkurs zadaniowy

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie beda pracowac¢ metodg odwroconej klasy. W domu zapoznajg sie
z materialem w czesci ,Przeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie w grupach ustalonych przez nauczyciela omawiajg przygotowane w domu
informacje, dyskutujg nad problemami, ktore si¢ pojawiaty, np.: jak jest roznica
pomiedzy rozwigzaniem nierownosci a zbiorem rozwigzan.

Faza realizacyjna:

1. Przedstawiciele grup omawiajg poszczeg6lne problemy na forum klasy. Uczniowie
wspolnie wyjasniajg watpliwosci, konsultujac je w razie potrzeby z nauczycielem.

2. Uczniowie pracuja indywidualnie metodg konkursu zadaniowego. Rozwiazujg
¢wiczenia interaktywne 4-11 w sekcji ,,Sprawdz si¢”. Rozwigzania zadan uczniowie



zapisuja w zeszycie, sprawdzajgc w materiale ich poprawnos¢. Osoby, ktore rozwigzg
zadania bezblednie, otrzymujg oceny z aktywnoSci.

Faza podsumowujaca:

1. Ucznowie rozwigzuja test samosprawdzajgcy.
2. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekciji.

Praca domowa:
Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne 1-3 w sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

e ROwnanie liniowe
e Nierowno$¢ liniowa

Wskazowki metodyczne:

Test samosprawdzajacy moze zosta¢ wykorzystany na lekcji poswieconej rozwigzywaniu
zadan tekstowych z wykorzystaniem rownan i nierownosci liniowych.
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