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Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°

Koloseum, czyli amfiteatr Flawiuszy, jest jednym z najbardziej znanych symboli Rzymu

i jedng z najwspanialszych budowli antycznych. Jego budowe rozpoczeto prawdopodobnie
ok. 72 roku n.e.

Nachylenie nizszych pozioméw widowni pod katem 30° umozliwialo widzom dokladng
obserwacje wydarzen rozgrywajacych si¢ na arenie.

W tym materiale wyprowadzimy wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°.

Twoje cele

« Poznasz metod¢ wyprowadzania wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°.
« Wykorzystasz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30° do rozwigzywania
trojkatow.
» Zastosujesz funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow
w figurach ptaskich oraz obliczania pol figur.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje funkcji trygonometrycznych:

B

gdzie:

c - przeciwprostokatna,

a - przyprostokatna przeciwlegla do kata a,
b - przyprostokatna przylegta do kata a.

Definicja: Sinus kata o

Sinusem kata o w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci

przyprostokatnej a przeciwlegltej do kata a do przeciwprostokatnej c:

nag — 4
sina = £

Definicja: Cosinus kata «

Cosinusem kata a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej b przyleglej do kata o do przeciwprostokatnej c:

cosa = —




Definicja: Tangens kata o

Tangensem kata a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej a przeciwlegltej do kata o do przyprostokatnej b przyleglej do
kata a:

a

tga= ¢

Aby wyznaczy¢ warto$ci funkcji trygonometrycznych kata 30°, postuzymy si¢
trojkgtem rownobocznym ABC o boku a.

Zauwazmy, ze w trojkacie
prostokatnym dtugosc
przyprostokatnej

lezgcej naprzeciw kata 30°
jest potowg dtugosci
przeciwprostokatnej.
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Zauwazmy, ze wysoko$¢ CD dzieli trojkat na dwa przystajace trojkaty prostokatne
stad |AD| = |DB| = 5 oraz kgt AC'D ma miare 30°.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata ADC, wyznaczymy wysoko$¢ trojkata
ABC:
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tg 30° mozemy réwniez wyliczy¢, wykorzystujac nastepujacy zwigzek: tg a = —zgég
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o sin30° __
tg 30 = cos30°
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Zbierzmy wyliczone warto$ci funkcji trygonometrycznych w tabeli:

a 30° 60°
sin o % \/73
COs %5 %
tg o %5 \/5
Przyktad 1

Przekatna prostokata ma dlugosc¢ 2 i tworzy z dtuzszym bokiem kat 30°.
Obliczymy pole tego prostokata.

Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku:




30°

Pole prostokata wyliczymy ze wzoru:

P=a-b
Przekatna dzieli prostokat na dwa przystajgce trojkaty prostokatne - mozemy do
wyznaczenia dlugos$ci bokow zastosowac funkcje trygonometryczne. Diugos¢

boku @ wyznaczymy z funkcji sinus:
sin30°= 5 isin30° = %,wiqc % =7,
2-a=1-2stada = 1.

Mozemy a wyznaczy¢ rowniez wykorzystujac fakt, ze dlugos¢ przyprostokatne;j
trojkata prostokatnego lezgcej naprzeciw kata 30° jest potowa dlugosci

przeciwprostokatnejczylia =2 :2 = 1.

Bok b wyznaczymy z funkcji cosinus:

V3

cos30° = %icos30°: ~5=, czyli @ =

b
2
b-2=1+/3-2 wiech=+/3

Odpowiedz:

Przyprostokatne maja dlugosé:a = 1ib = /3.



Przyktad 2

Obliczymy pole i obwod trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku:

A E B

Zauwazmy, ze bok BC jest wysokoécia trapezu ABCD.

Aby rozwigza¢ zadanie, musimy policzy¢ dtugosci wszystkich bokow powyzszego

trapezu.
Z trojkata prostokgtnego AE D wyliczamy dlugo$¢ boku |ED|:

—Eg} =sin30°,sin30° = % i|AD| = 12 cm, wiec po podstawieniu mamy

czyli|[ED| =12+ 3+ =6 cm
Z rysunku wynika, ze | BC| = |ED|
wiec |[BC| = 6 cm.

Dlugo$¢ odcinka | AE| (bedacego przyprostokatna trojkata prostokgtnego AE D)

wyliczymy korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:
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|AE|® + |ED|* = |AD|?

Podstawiajac |AD| = 12 cmi |ED| = 6 cm otrzymujemy.
|AE|* + 62 = 122 stad

|AE|* = 144 — 36 = 108 czyli

|AE| = v/108 = v/36 - 3 = 6v/3 cm.

Z trojkata prostokatnego EDC wyliczamy diugo$¢ boku | DC:
2o =tg 30°,tg30°= 2 i |[ED| = 6 cm, wiec

5 = stad

|DC| =6 - \/Tg — 24/3 cm.
Z rysunku wynika, ze:
|AB| = |AE| + |EB|i|EB| = |DC| = 2v/3 cm, wiec

|AB| = |AE| + |EB| = 6+/3 + 2v/3 = 8/3 cm.

Poniewaz |AB| = 8v/3 cm, |BC| = 6 c¢m, |DC| = 2v/3 cmi |AD| = 12 cm, to
obwad trapezu bedgcy sumg jego bokow wynosi:

L=8V/3+6+2V/3+12= (10\/§+18) cm.

Ze wzoru na pole trapezu:

P= a—2|—b ’h,



gdya = |AB| = 8V3 cm,b= |CD| =2v3cmih = |BC| =6 cm
otrzymujemy P = M -6 = %\@ -6 = 30v/3 cm?.
Odpowiedz:

Pole trapezu wynosi 30v/3 cm?, a jego obwod (10\/5 + 18) cm.

Przyktad 3

Proste ki [ przecinaja sie w punkcie O i tworza kat o mierze 30°. Na prostej k
obieramy punkt A. Obliczmy odleglo$¢ tego punktu od prostej ! wiedzac, ze
|OA| =8 cm.

Odlegios¢ punktu P od prostejk — dlugosc¢ odcinka prostej prostopadtej do k,
ktorego konicami sg punkt P i punkt przeciecia z prosta k.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenie:

x - odleglo$c¢ punktu A od prostej [
|OA| =8 cm

Trojkat O AB jest prostokatny — mozemy, wykorzystujac funkcje
trygonometryczng sinus, obliczyc¢ x:
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oar = sin30°,sin30" = 1 1|OA| =8 cm, wiec

z _— 1

8 — 2

xT=28- %,stadw =4 cm.
Odpowiedz:

Odleglo$¢ punktu A od prostej ! wynosi 4 cm.

Przyktad 4

Obliczymy odlegtos¢ srodka cigezkosci trojkgta rownobocznego o boku dtugosci

6 cm od jego bokow.

Srodek ciezkoéci powstaje w miejscu przeciecia sie srodkowych trojkata, czyli
odcinkow taczacych wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku.

W trojkacie rownobocznym kazda Srodkowa jest wysokoscig i dwusieczng kata.

C




Wprowadzmy oznaczenia:

O - $rodek ciezkosci trojkata ABC
|AB| = |BC| = |CA| =a

|OD| =z

Mozemy zapisa¢ wnioski:

1) |AD| = |DB| = 4,bo DC jest $rodkowg,

2) kgt OAD ma miare: % = 30°,bo AO jest dwusieczng kata,
3) trojkat ADO jest prostokatny, bo DC' jest wysokoScig trojkata.
Z tréjkata ADO obliczamy dlugo$c¢ odcinka x:

T =tg 30°,tg 30" = \/Té ia =6 cm,czyli, 3 = \/T§
2

T=3- \/Tg,wigc:c:ﬁ cm.

Poniewaz O jest $rodkiem ciezkoSci trojkata rownobocznego, to odleglos$¢ tego
punktu od kazdego boku jest taka sama.

Odpowiedz:

Odleglosc¢ srodka ciezkosci od kazdego boku trojkata rownobocznego o boku
dtugoéci 6 cm wynosi v/3 cm.

Zauwazmy, ze:

1981 —tg 30 itg 30°= ¥ stad

2

|OD| = 2. tg 30°


javascript:void(0);

a V3 _a V3 _ 1 av3 1
OD|=35-F =355 =573 =35°h
. loc 2-h
OC| = h—|0OD| = % - h, czyli 155 = =2

Srodek ciezkosci dzieli srodkowa na dwa odcinki: odcinek, ktorego jeden koniec

jest wierzcholkiem trojkata, jest dwa razy dtuzszy od drugiej czesci sSrodkowe;j.

Przyktad 5

’ s . . in? . . . ’ 2 o
Uproscmy wyrazenie: =2, a nastepnie obliczmy jego wartos¢ dla a = 30°.

Przeksztalcajgc wyrazenie wykorzystamy wzory:

2

1)sin® a + cos?a = 1

przeksztalcamy do postaci: sin® a = 1 — cos? o,

2)a? — b? = (a — b)(a + b), gdzie po podstawieniuzaa = 1ib = cos o
otrzymamy:

2

12 — cos? a = (1 — cos @)(1 + cos @)

sina __ 1-cos’la __ (1—cosa)(1l4cosa)
l-cosa =~ l—-cosa 1—cosa

= 1 + cos a przy zatozeniu: 1 — cos a # 0.

Poniewaz cos 30° = @ wiecl 4 cos30°=1+ \/Tg

Odpowiedz:

3
5

Warto$¢ wyrazenia wynosi 1 +

Stownik

trapez



czworokat, ktory ma przynajmniej jedng pare bokow rownolegltych; boki
rownolegle nazywamy podstawami trapezu
wysokosc trapezu

odleglo$¢ miedzy podstawami trapezu

srodek ciezkosci tréjkata

punkt przeciecia si¢ sSrodkowych trojkata, czyli odcinkow tgczgcych wierzchotki

trojkata ze Srodkami przeciwlegtych bokow

odlegtos¢ punktu P od prostej k

dtugos¢ odcinka prostej prostopadtej do k, ktorego koncami sg punkt P i punkt
przeciecia z prosta k



Animacja

Polecenie 1
Zapoznajac sie z animacja utrwalisz wyprowadzenie wartosci funkcji

trygonometrycznych kata 30 °. Nastepnie rozwiaz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do tresci materiatu

Polecenie 2

Dany jest trojkat prostokatny:

(@ ® ©

Czy kat o ma miare 30°?



https://zpe.gov.pl/a/D1DzRGwPf

Polecenie 3

Oblicz pole réwnolegtoboku przedstawionego na rysunku:

D

30°
A B

Gdy |AD| =6 cm,

BD| =5 cm.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

| Cwiczenie 1 @
| Cwiczenie 2 ©)
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Dany jest rownolegtobok o kacie ostrym 30°, ktérego krétsza przekatna jest réwna 10,

a krétszy bok ma dtugosé 8 (jak na rysunku ponizej).

OO




Cwiczenie 8 @
Dany jest trapez rownoramienny (jak na rysunku ponizej) o krotszej podstawie dtugosci

9. Przekatna tego trapezu jest rowna 10\/§ i tworzy z dtuzszg podstawa kat 30°.

104/3

30°




Dla nauczyciela

Autor: Anna Wotoszyn

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoSci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45° 1 60°;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.
Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i trapezach;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
plaskich oraz obliczania pol figur.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:



« poznaje metode wyprowadzenia warto$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°

« wykorzystuje wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30° do wyznaczania dtugosci
odcinkow w figurach ptaskich

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzacg do ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wykltad informacyjny
e burza mozgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podaja definicje funkcji trygonometrycznych (zapisujg je na tablicy).
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

2. Nauczyciel prezentuje materiat ,Konstrukcje katéw o miarach 15°,30°,45°,60°" e-
podrecznika w czesci dotyczacej konstrukciji kata 30°.

3. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materiatu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj”

4. Uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekciji ,Przeczytaj’.

(9]

. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.
6. Uczniowie ogladajg animacje i omawiaja jg wraz z nauczycielem.



7. Uczniowie rozwigzujg zadania znajdujgce si¢ pod animacja.
8. Uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:

» Konstrukcje katéw o miarach 15°,30°,45°,60°
» Trojkatyiich wiasnosci
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poleci¢ przyniesienie cyrkli i na tych zajeciach uczniowie skonstruuja kat
30°.

Nauczyciel moze zaproponowac chetnym uczniom udowodnienie twierdzenia Napoleona.
Materialy zawarte w multimedium uczniowie moga wykorzysta¢ w przygotowaniu si¢ do
lekcji. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/konstrukcje-katow-o-miarach-15-30-45-60/D9htf2aSJ
https://epodreczniki.pl/a/trojkaty-i-ich-wlasnosci/Dp4OWTyJp
https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

