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Szeregi geometryczne w geometrii

Zrodto: dostepny w internecie: www.maxpixel.net, domena publiczna.

W tym materiale zapoznamy si¢ z klasycznymi zadaniami zwigzanymi z szeregiem
geometrycznym w kontekscie zadan geometrycznych. Bedziemy uzywac
charakterystycznego sposobu konstrukciji zbiorow, poprzez opis jednego lub dwoch krokow
konstrukciji i zapisanie, ze pozostate kroki konstrukciji sg analogiczne do podanych
pierwszych krokow.

Twoje cele

o Nauczysz si¢ rozwigzywac zadania geometryczne za pomocg szeregow
geometrycznych.
e Przypomnisz sobie podstawowe zwigzki w metryczne w figurach geometrycznych.




Przeczytaj

Zaprezentujemy kilka charakterystycznych przyktadow zastosowan szeregu
geometrycznego do rozwigzywania zadan geometrycznych.

Przyktad 1

Odcinek dtugosci 1 dzielimy na 3 rowne czeSci i usuwamy Srodkowy odcinek otwarty.
Sume diugosci odcinkow, ktore pozostaty oznaczamy przez a;. Nastepnie kazdy z tych
odcinkoéw ponownie dzielimy na 3 rowne czesci i usuwamy z kazdego z nich srodkowy
odcinek otwarty, otrzymujac cztery odcinki, ktorych sume dlugosci oznaczamy przez as.
Konstrukcje te powtarzamy nieskonczenie wiele razy. Obliczymy sume
a1+a2+a3—|—...

Rozwigzanie

Zaznaczmy na osi liczbowej odcinek o dtugosci 1: (0, 1).

Wykonujemy pierwszy krok.

Podzielmy odcinek (0, 1) na 3 rowne czeéci i usunmy $rodkowy odcinek otwarty.
Otrzymujemy zbior

(0.4)0(2.1).

Stad otrzymujemy
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Wykonajmy drugi krok.
Otrzymujemy zbior
(0,5)U(5:5) V(g 5) U (T 1):

A wiec mamy 4 odcinki, a kazdy ma dlugos¢ %, czyli as = %.
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Mozemy dokona¢ nastepujgcej obserwacii:

W kroku n powstaje dwa razy wiecej odcinkéw niz powstato w kroku (n — 1), ale kazdy
odcinek ma % dlugosci odcinka z poprzedniego kroku. Zatem ciag (a,,) jest ciagiem
2

. . 2 .. . o
geometrycznym o pierwszym wyrazie a1 = % iilorazie ¢ = 3.

Stad suma szeregu geometrycznego Y . | an jest rowna

2
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ait+as+az+...= = 2.
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Przyktad 2

W kwadrat o boku dtugosci 2 wpisano drugi kwadrat, ktérego wierzchotkami sg srodki
bokow danego kwadratu. W ten sam sposob w drugi kwadrat wpisano trzeci itd.
Wyznaczymy sume obwodow i sume pol otrzymanego nieskonczonego ciggu kwadratow.


javascript:void(0);

Rozwigzanie

Jezeli bok pierwszego kwadratu ma dlugo$¢ a1 = 2, to mozemy obliczy¢ dtugos¢ boku
drugiego kwadratu korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa

ay = V12 +12 = V2,
Zatem > = @

Zauwazmy, ze dtugosc¢ boku ag trzeciego kwadratu w stosunku do dtugosci boku a,
drugiego kwadratu ma si¢ tak, jak dlugos¢ boku ay drugiego kwadratu w stosunku do

sci {9 _ o _ V2
dtugosci boku ay, czyli 3+ = 2 = 5=

Zatem dtugosci bokow kolejnych kwadratoéw tworzg cigg geometryczny o pierwszym

wyrazie a; = 2 iilorazie ¢ = @

Suma obwodow wszystkich kwadratow jest zatem réwna

—4. 9. Y2 4.9, (¥2)° __8 _ _16
L=4.244.2.%2 14.2 (2)+..._1_§_2\/§.

Suma pol wszystkich kwadratéw jest zatem rowna

2 3
P:22+(2-§) +(2-@) b= -4 —3
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Przyktad 3

W trojkat rownoboczny o boku diugosci 1 wpisano koto. Nastepnie wpisano trzy kota
styczne do wpisanego kota i bokow danego tréjkata. Nastepnie wpisano trzy kola,



z ktorych kazde jest styczne do jednego kota powstatego w poprzednim kroku i dwoch
bokow. CzynnosS¢ te powtdrzono nieskonczenie wiele razy. Obliczymy sume pol
wszystkich tak wpisanych kot.

Rozwigzanie

Promien pierwszego okregu s wpisanego w trojkat rownoboczny o boku dtugosci 1 ma

dhugosé r = L. 2,

Nastepne trzy okregi s; styczne do okregu s i dwoch bokow trojkata, to w istocie okregi
wpisane w trojkat rownoboczny o boku dtugosci % Zatem promien kazdego z tych
okregow jest rowny

_l,._1(1 V3)_ V3
r1_37°_3<3 2)— 18 -

Zauwazamy, ze promienie kolejnych okregow stanowia % promienia okregu
z poprzedniego kroku.

Zatem zapiszmy sume pol kot
G — 1 V3’ g3r(l.L1.3 2 3r(l.L1.1. 33 2
=™z %) T35 ) tomMz 352 ) T

Zauwazmy, ze poczawszy od drugiego sktadnika suma stanowi szereg geometryczny
oilorazie g = %.
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Zatem S = w(% .



Przyktad 4

Na bokach AB, BC, C A tréjkata rownobocznego ABC o boku dtugosci 1, wyznaczamy

|AC1| _ |BAi| _ |CBi| __ .
AB = TBC] — [CA = a, gdzie a

jest pewna liczbg dodatnig mniejsza od 1. Na bokach A1 B1, B1C1, C1 A4 trojkata
rownobocznego A1 B1C1 wyznaczamy punkty odpowiednio: C3, A2, B2 w taki sposob, ze
fjigﬂ = ;giéﬂ = Igﬁf‘l = a. W taki sposéb postepujemy w nieskonczono$¢. Obliczymy

sume obwodéw tych wszystkich tréjkatow ABC, A1 B1Cy, A3 ByCh, ...

punkty odpowiednio: Cy, Ay, By w taki sposob, ze

Rozwigzanie

B
Cy
B
A, 2
1
Cy
A
B, ¢

Najpierw ustalimy zwigzek miedzy bokami trojkata ABC'i A1 B1C}.

Przeanalizujmy trojkat AC, By,

ABy| =1—a,<C1AB; =60".
Korzystajac z twierdzenia cosinuséw, obliczamy dtugos$¢ odcinka |C B |:
|C1B,|? = |AC,|* + |AB;|> — 2 |ACy| - |AB;| cos(<C1 AB;)

|C1B1|* =a? + (1 —a)® — 2a(1 —a) 1
|C1B1>=a?+a%®—2a+1—a+a?

|C1B;1|* = 3a2 — 3a + 1

‘ClBl‘ = \/3(1,2 —3a+1

Zatem otrzymujemy: |%g|l‘ =+v3a2—3a+1




Zatem dlugosci bokow kolejnych trojkgtow tworzg cigg geometryczny o ilorazie
g=+3a2—3a+1.

Zatem suma dlugosci obwodow jest rowna:

2
2 _ 2 _ — 3
3+3v3a 3a—|—1—|—3(\/3a 3a+1) +o= e
Stownik

suma szeregu geometrycznego
jezeli |q] < 11ub a1 = 0, to szereg geometryczny Y o, a1 - ¢" ' jest zbiezny.

Jezeliar = 0,t0 Y o0 ;a1-¢" 1 =0,

Jezeli |q| < 1,t0Y.>° 1a; - ¢" ' = lim S, = T

n—00 q



Animacja

Polecenie 1
Zapoznaj sie z ponizszg animacja, a nastepnie wykonaj nastepne polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxN6zY4gR

Film nawigzujacy do tresci lekcji przedstawiajgcy przyktady szeregow geometrycznych.

Polecenie 2

Na bokach AB, BC, CD, DA kwadratu ABCD o boku dtugosci 1, wyznaczamy punkty

. . . . - |AAl _ |BBi| __ |CCi| __ |DDi| __ .
odpowiednio: Ay, By, C1, D1 w taki sposdb, ze AB = [BC] — Jeb] — oA — % gdziea

jest pewna liczbg dodatnig mniejsza od 1. Na bokach A1 B1, B1C1, C1 D1, D1 A; kwadratu
A1B1C1 D1 wyznaczamy punkty odpowiednio: Az, Ba, Co, Dy w taki sposéb, ze
Aids| _ IBiBo| _ 1OG] _ IDiDo] ) postepujemy w nieskoficzono$¢. Oblicz sume
|A1B;| |B1C1| |C1.D1 | D1 4| : '
pol tych wszystkich kwadratéw.



https://zpe.gov.pl/a/DxN6zY4gR

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Wyrazami szeregu geometrycznego sg dtugosci odcinkéw zbudowanych nastepujaco:

pierwszym odcinkiem jest 1—10 cze$¢ odcinka jednostkowego, drugim jest 11—0 pierwszego
odcinka itd. Suma otrzymanego szeregu jest réwna
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Cwiczenie 2 ®

Rozwazmy cigg takich trojkatéw prostokatnych réwnoramiennych, ze przyprostokatna
poprzedniego jest przeciwprostokatna nastepnego tréjkata. Przeciwprostokatna pierwszego
tréjkata ma dtugos¢ 1. Suma szeregu 220:1 a,,, gdzie a,, jest dtugoscia przyprostokatnej n-
tego trojkata jest rowna
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Cwiczenie 3 @

W kwadrat o boku dtugosci a wpisano drugi kwadrat, ktérego wierzchotki sg srodkami bokéw
danego kwadratu. W ten sam sposéb w drugi kwadrat wpisano trzeci itd. Suma obwodéw
wszystkich kwadratow jest réwna

O wn
O 73
O 74
O 7
Cwiczenie 4

Na kazdym rysunku przedstawiono krzywga, zbudowana z nieskonczonej liczby potokregow.
Wiedzac, ze promienie kolejnych pétokregdw sa ciggami geometrycznymi, potacz krzywa z jej
dtugoscia.

Cwiczenie 5

Wewnatrz kota o promieniu r1 rysujemy wewnetrznie styczne koto o promieniu r2. Wewnatrz
kota o promieniu r2 rysujemy wewnetrznie styczne koto o promieniu r3 itd. Promienie
r1,T2,73 ...tworza cigg geometryczny. Wskaz takie promienie 71 i r2, aby suma pdl
wszystkich kot byta rowna 3.

D T1:17T2:%

V3 3
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Cwiczenie 6

W troéjkat réwnoboczny o boku a wpisano koto, a w to koto wpisano znowu tréjkat
rownoboczny, a w ten trojkat znéw koto itd. Oblicz sume obwoddw otrzymanego
nieskonnczonego ciggu koét.
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Cwiczenie 7 @

Odcinek dtugosci 1 dzielimy na 5 réwnych czesci i usuwamy drugi i czwarty odcinek otwarty.
Sume dtugosci odcinkéw, ktére pozostaty oznaczamy przez a;. Nastepnie kazdy z tych
odcinkéw ponownie dzielimy na 5 réwnych czesci i usuwamy drugi i czwarty odcinek otwarty
z kazdego z nich, otrzymujac dziewiec¢ odcinkow, ktérych sume dtugosci oznaczamy przez as.
Konstrukcje te powtarzamy nieskonczenie wiele razy. Obliczsume a; + a2 +as + .. ..

Cwiczenie 8 @

Na bokach AB, BC, C A tréjkata réwnobocznego ABC o boku dtugosci x, wyznaczamy

punkty odpowiednio: C1, A1, By w taki sposéb, ze ||i%|| = lﬁ;g‘l = ||Cci1|| = % Na bokach

A1 B, B1Cq, C; A trojkata réwnobocznego A; B;C; wyznaczamy punkty odpowiednio: Cs,

. - A B, A B . . , ..
As, By w taki sposdb, ze ’Aigﬂ = |‘Bicf|| = }giAf} = % Tak postepujemy w nieskoriczono$¢.
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Dla jakich wartosci & suma pél tych wszystkich tréjkatéw jest rowna



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Szeregi geometryczne w geometrii

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres rozszerzony.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

e rozwiazuje zadania geometryczne za pomocg szeregow geometrycznych,
 stosuje zwigzki w metryczne w figurach geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e burza mozgow;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Szeregi geometryczne w geometrii” oraz celow
lekciji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z animacjg, zapisuja ewentualne watpliwosci i niezrozumiate
aspekty, ktore zostaty w niej przedstawione - nauczyciel thumaczy je na forum klasy.
Nastepnie wykonaja polecenie zwigzane z animacja.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyklad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Szeregi geometryczne w geometrii”).



2. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 11 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:
Szeregi geometryczne zbiezne
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy przed sprawdzianem
wiadomosci.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4232

