Wielomiany

Definicja wielomianu. Obliczanie warto$ci wielomianu. Dodawanie wielomianow.
Odejmowanie wielomianéw. Ilustracja interaktywna: pierwiastki wielomianu. Funkcja W(x)=0
- wielomian zerowy. Wielomian stopnia pierwszego. Wielomiany zmiennejx stopnia n.
Przyktady wielomianow.

Mnozenie wielomianow. Rozwigzania zadan polegajacych na mnozeniu wielomianow.

Wskazywanie wielomianu, ktory dla danego argumentu ma podang warto$¢. Wskazywanie
wielomianu podanych wilasnos$ciach. Zasob zawiera zadania interaktywne.

Wykonywanie dziatan na wielomianach. Obliczanie wartosci wielomianu. OkreS$lanie stopnia
wielomianu. Zadania na dowodzenie. Zasob zawiera zadania otwarte z wyjaSnieniami
1 rozwigzaniami.



Wielomiany

W tym rozdziale zajmiemy si¢ funkcjami zwanymi wielomianami. Kazda funkcja liniowa
f(z) = azx + bikazda funkcja kwadratowa g(z) = az? + bz + c jest wielomianem. Innymi
przyktadami wielomianow sg funkcje

W(z) = z* — 2z, V(z) = 22" — 32% + 3, R(z) = 10z°.
Definicja: Wielomian

Wielomianem zmiennej x stopnia n, (n - liczba naturalna dodatnia) nazywamy funkcje
okreslong wzorem

W(z) = apx™ + ap_12™ '+ ... + a1z + ay,

gdziez € R, a,, # 0 oraz a,,_1,a, 9, ..., a1, ag sa liczbami rzeczywistymi. Liczby
Qny Qp—1, Qp—2, - - -, A1, g NAzywamy wspotczynnikami wielomianu.

 Przyjmujemy ponadto, ze funkcja liniowa stata W(z) = ao, gdzie ag # 0, jest
wielomianem stopnia zerowego, natomiast funkcje liniowg W (z) = 0 nazywamy
wielomianem zerowym i nie okreslamy stopnia tego wielomianu.

 Zgodnie z ta definicjg funkcja liniowa f(z) = ax + b jest wielomianem stopnia
pierwszego, gdy a # 0, a funkcja kwadratowa

g(z) = az® + bz +

jest wielomianem stopnia drugiego. Oczywiscie a # 0, gdyz inaczej nie bytaby to
funkcja kwadratowa.
Przyktad 1

o Funkcja okreslona wzorem W (z) = 2z"+2? — 3z jest wielomianem stopnia 7.
Wspotczynniki tego wielomianu sg rowne odpowiednio ay; = 2, bo taka liczba stoi
przy z’,ag = a5 = a4 = a3 = 0, bo te potegi x nie wystepuja we wzorze funkciji,
ay = 1,a; = —3 oraz ag = 0, gdyz wyraz wolny nie wystepuje we wzorze funkciji.
Wzor tej funkcji moglibySmy zapisa¢ w postaci

W(a:):2337—1—0-:66—|—O-m5—|—0-m4—|—0-m3—|—:p2—33:—1—0.

o Funkcja P(z) = Vbz + 53 + Ta? jest wielomianem stopnia 3, cho¢ wielomian ten
nie zostatl zapisany w postaci uporzadkowanej, jakg bytaby postac




P(z) = 5z° + 7z + /5.

e Funkcja V(z) = 523 + Tz2 + V5 nie jest wielomianem, poniewaz we wzorze tej
funkcji wystepuje V5, czyli V5 - a:%, a wiec zmienna z nie wystepuje tu w potedze
o wyktadniku naturalnym.

« Funkcja Q(z) = 2 + 3z? nie jest wielomianem, gdyz - = z ! nie jest naturalng
potega zmiennej x.

e Funkcja R(x) = 5 jest wielomianem stopnia zerowego.

Przyktad 2

Przyjrzyj sie wykresom niektorych funkcji wielomianowych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /b/PbORMZMu3
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 3

Wielomian jest funkcjg zmiennej z. Mozemy obliczy¢ jego wartos¢ dla danego argumentu
. Obliczmy na przyktad warto$¢ wielomianu W (z) = 2® — 2z dlaxz = —2 oraz dla
r=—V2.

« W miejsce z podstawiamy liczbe (—2) i otrzymujemy

W(-2)=(-2)>-2.(-2)=-8+4=—4

o W miejsce z podstawiamy liczbe (—\/5) i otrzymujemy


https://zpe.gov.pl/b/Pb0RMZMu3

W(—x/i) - (—x/i)g _9. (—\/5) = —2V2+2V2=0.

Zauwazmy, ze W(—\/E) — 0, zatem liczba z = v/2 jest miejscem zerowym wielomianu

W(z) = x3 — 2x. Miejsce zerowe wielomianu nazywamy czesto, podobnie jak miejsce

zerowe funkcji kwadratowej, pierwiastkiem tego wielomianu.

Na wielomianach mozemy wykonywac rézne dziatania, miedzy innymi mozemy je dodawac,
odejmowac i mnozy¢. Dzialania na wielomianach wykonujemy podobnie jak dziatania na

wyrazeniach algebraicznych.
Przyktad 4

Dodamy wielomiany V(z) = 2z® — 322 4+ 3 oraz P(z) = —2z% +z — 7.

Suma tych wielomianow jest rowna
V(z)+ P(z) = (22° — 32 +3) + (—22> + 2 — 7).

Wyrazy podobne to takie sktadniki sumy, w ktorych = wystepuje w tej samej potedze.
W rozwazanej sumie wystepuja dwie pary wyrazéw podobnych

V(z)+ P(z) = 22> — 3z +3 -2z +z — 7.
Wyrazy podobne redukujemy, a wiec
—3z? — 22% = —b5z”
oraz
+3—-7=—-4
Ostatecznie otrzymujemy
V(z) + P(z) = 22° — 5z® + = — 4.

Zatem sumg wielomianow V(z) i P(z) jest rowniez wielomian.
Przyktad 5

Odejmijmy wielomiany V(z) = 2z® — 322 + 3i P(z) = 222+ — T.




Roznica wielomianéw V(z) i P(z) jest rowna
V(z) — P(z) = (22° — 3% +3) — (—22> +z - 7).
Zapiszmy te roznice bez uzycia nawiasoéw, pamietajgc, ze znak minus przed drugim

nawiasem powoduje, ze opuszczajgc go, zmieniamy znaki wszystkich sktadnikow sumy
w tym nawiasie na przeciwne.

V(z) — P(x) = 22> — 322 +3+ 222 —z + 7.

Nastepnie, tak jak przy dodawaniu, wykonujemy redukcje wyrazow podobnych.
Otrzymujemy

V(z) — P(z) =22% — 322 +3+ 222 — 2+ 7 =223 — 2% — 2 + 10.

Zatem roznica dwoch wielomianow tez jest wielomianem.
Przyktad 6

Pomnozymy wielomiany W (z) = 23 — 2z oraz Q(z) = 3z — 5.

Ich iloczyn jest rowny
W(z) Q(z) = (ac3 —2z) - (3z — 5).

Mnozymy kazdy wyraz sumy z pierwszego nawiasu przez kazdy wyraz sumy z drugiego
nawiasu

z3 -3z + 2% (—5) — 2z - 3z — 2z - (—5).
Po uporzadkowaniu wyrazenia, otrzymujemy
W(z) - Q(z) = 3z* — 5a® — 62% + 10.

Zatem iloczyn dwoch wielomianow tez jest wielomianem.
Przyktad 7

Wykonamy dziatania



2

(m2—3)2—2x(x3—2w+4):(m2) —2.-22.3432—-2¢-23—

+2z - (—2z) — 2z -4 = 2" — 62> +9 — 22" + 4a® — 8.
Wykonamy redukcje wyrazow podobnych

zt — 622 +9 -2z +42°> —8x = —z* — 222 — 8z + 9.

Przyktad 8

Dhlugosci krawedzi prostopadtoscianu sg kolejnymi liczbami catkowitymi. Jakim wzorem
wyrazi sie pole powierzchni i objetos¢ tego prostopadtoscianu w zaleznosci od dlugosci
najkrotszej krawedzi prostopadtosScianu?

Oznaczmy przez x dtugos¢ najkrotszej krawedzi prostopadloscianu. Wtedy pozostate
dwie krawedzie sg rowne x 4 1 oraz = + 2, gdzie z jest liczbg naturalng dodatnia.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciwlegte $ciany prostopadto$cianu s3 przystajgcymi prostokgtami. Zatem pole P,
powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest rowne

P.=2z(z+ 1)+ 2z(x +2) + 2(z + 1) (z + 2) = 2% + 22 + 22* + 4a+

+2(z® +z+ 2z +2) =42’ 4 62 + 22 + 2z + 4z + 4 = 62° + 12z + 4.
Objetosc¢ V tego prostopadtos$cianu jest rowna

V=z(z+1)(z+2)=(z*+2z)(z+2) =2+ 2>+ 22° + 2z = 2° + 32* + 2z.

Przyktad 9



Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktorych wartos¢ wielomianu
W(z) = az’ + (1 — a®)z” + 5az + 3a + 3

dla argumentu 2 jest rowna 3.
Chcemy wyznaczy¢ wszystkie te warto$ci parametru a, dla ktérych W (2) = 3.

Podstawiamy wiec 2 w miejsce x i otrzymujemy
a2+ (1-a®)2°+5a-2—-3a+3=3.
Przeksztalcajac to rownanie do postaci
8a +4 — 4a* + 10a — 3a = 0,
a nastepnie porzadkujac je, otrzymujemy rownanie kwadratowe
—4a® 4+ 15a 4+ 4 = 0,

dla ktorego A = 289.

Rownanie to ma wigc dwa rozwigzania a; = %g" =4orazay = %g” = —%.



Cwiczenie 1 3

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania.

W(z) =z + 2>+ z + 1orazV(z) = —x? + 3z — 1. Wtedy wielomian W(z) — V(z) jest
rowny:

x5+ 222 — 22 + 2

x5 + 4z

O O O

x3 —2x2 —2x — 2

() 3z3 -2z +2

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2 @

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania.

Wartos¢ wielomianu W (z) = (z* — 9) (z + 3) dla argumentu /3 jest réwna:

O 6(V3+3)
O -18y3
O —6(v3+3)

O 0

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Ktory z podanych wielomianéw dla argumentu x = —2 przyjmuje wartos$¢ 0?

O W(z)=2z*+23 -2z
O W(z) = —22° + 4z?
O W(z)==z3— 2z

O W(z) =z* 4 223

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Wielomian W (z) = 2z* — az® + 2 — a dla argumentu (—2) przyjmuje wartos¢ (—1).
Wtedy:

() a=-2
O a--2
() a=3

() a=2,5

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Dla wielomianu W (z) = z* — 222 + 7.

W(1) > W(-3)

W(2) > W(-2)

o O O

W (100) = W(—100)

O wW(0)>7

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Wybierz wielomian, ktéry przyjmuje tylko wartosci ujemne.
O W(z)=—-2°+1
O W(z) ==z* —z*
O W(z)=—2°—2*

O W) =—z"—z>—2

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Wielomian W (z) = 22% — 422 + 5 jest suma wielomianu P(z) = z* + 422 + 5 oraz
wielomianu Q(z).
Wtedy:

O Q(z) = —z* + 223
O Qz)==2z*+223+10
O Q(z) = z* — 822

O Q(z) = —zt 4 223 — 8z

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania.

Wielomian W (z) = (2 — 3z)(2 + 3x) (4 + 9z?) jest réwny:
O (4+92?)°
() 16 — 81zt
O (4-922)*

O 16 + 81z*

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 »
Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Dane sa wielomiany W (z) = 327 + 42® — 2z° oraz V(z) = 22" — 22° — 23,
Wtedy:

(] W(z) +V(z) = 52" + 323 — 42"
(] W(z)+V(z) =527 + 223 — 3z°

(] W(z) —V(z) =2" + 5z

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 O

Zaznacz zdanie prawdziwe.

() Funkcja P(z) = Tz jest wielomianem stopnia 1.

(O Funkcja W(zx) = V72 + 2z — 9 jest wielomianem stopnia 9.

(O Funkcja V(z) = 2% + 7 jest wielomianem stopnia 2.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 @
Wykonaj dziatanie W (z) - V(z), gdy W (z) = —4x® + 2z* + 23 oraz V(z) = z? — 2=.
Wynikiem tego dziatania jest wielomian:

() —62" + 1528 — bzd — 124
(O —42" +102° — 32° — 22*
() —4z" +20z° — 62° — 2z*

(O —22" +102° — 32° — 42*

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 @
Dane s wielomiany P(z) = —3xz® — 322 + 7 oraz Q(z) = 223 + 3z2. Oblicz i przeciagnij
odpowiednie wielomiany w puste pola.

______________

308 — 222 +7 || —a® +7|| ~52 — 6% + 7 || ~122% — 152 + 14|

—62 — 102 — 9z* + 162° + 2322 || —14a® — 1522 + 16 || —2® — 5 |

_ 625 — 1525 — 9z* + 1423 + 2122 ]

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13 »
Oblicz wartos¢ wielomianu W(x) — 3V (z) + 2P(z) dlaz = —1, gdy

W(z) = 32° — 2* + 622, V(z) = 2° + 2* + 2z, P(z) = 3z* — 3z + 7. Wynik wpisz

w puste pole.

Wartos$¢ wielomianu wynosi ‘ ’

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 O

Znajdz wielomian W(x) = V() - P(z) — 2Q(z) i okresl jego stopien, jezeli V(z) = 2z — 3,
P(z)=2%+3,Q(z) = 23 — 322 - T7.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 »

Sprawdz, ktére zliczb a = 0, b = 7, ¢ = 4 s3 pierwiastkami wielomianu W (z) = 23 — 7z2.
Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() borazc
() aorazb

() aoraze

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16 @
Dla jakiej wartosci a warto$¢ wielomianu W(z) = x5 — b3 + (a2 — l)ac — 7 dla argumentu
x = 2 jest rowna 1? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() a=4luba = —4
() a=3luba=-3
() a=5luba= -5

() a=2luba = -2
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 17 @
Dla jakiej wartosci a wielomian W(z) = az3 — (5 — a)z? — a?z przyjmuje dla argumentu

(—1) taka sama warto$¢ jak wielomian P(z) = 5z 4 7z? Przeciagnij prawidtowe
rozwigzanie w puste pole.

‘a:\/gluba:—\/gHa:\/ZIuba:—\/ZHa:\/gluba:—\/g’
‘a:\/iluba:—\/il

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 18 @

Udowodnij, ze wielomiany P(z) = (z* — 9) (z* — 16) oraz
Qx) = (:132 —x — 12) (m2 +x— 12) przyjmuja takg sama wartos$¢ dla dowolnej liczby
rzeczywistej x.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @
Udowodnij, ze dla dowolnego x wartoé¢ wielomianu W (z) = —2* + 102> — 25 jest liczba
niedodatnia.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20 @

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x takiej, ze |z| # /3 wartoé¢ wielomianu
W(z) = —z* + 622 — 9 jest liczba ujemna.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



