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Zrédto: Snnie Spratt, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

(( Matematyka podobna jest do wiezy, ktérej fundamenty potozono
przed wiekami, a do ktorej dobudowuje si¢ coraz wyzsze pietra. Aby
zobaczy¢ postep budowy, trzeba iS¢ na pietro najwyzsze, a schody sa
strome i skiadajg si¢ z licznych stopni. Rzeczg popularyzatora jest
zabrac stuchacza do windy, z ktorej nie zobaczy ani posrednich
pieter, ani pracg wiekow ozdobionych komnat, ale przekona sie, ze
gmach jest wysoki i ze wcigz rosnie.

Hugo Steinhaus, Zrodlo: Wiadomosci matematyczne, t. 15-17, PWN,
1972, s. 61.



Hugo Dyonizy Steinhaus

ZaczeliSmy od ztotej mysli Hugona Steinhausa, jednego z najwybitniejszych polskich
matematykow, bowiem powoli wspinamy sie coraz wyzejna wieze umiejetnosci zwigzanych
z ciggiem geometrycznym, pojeciem na tyle abstrakcyjnym dla wielu, ze po zakonczeniu
edukaciji szkolnej, natychmiast starajg si¢ o nim zapomniec¢. A przeciez cigg geometryczny
to nic innego, jak pewna funkcja, ktorag mozna opisa¢ réwniez wzorem. Jakim - przekonasz
sig, po zapoznaniu si¢ z treSciami przedstawionymi w tym materiale.

Twoje cele

e Okreslisz wzor na wyraz ogolny ciggu geometrycznego.

e Obliczysz iloraz ciggu geometrycznego i wskazane jego wyrazy, majac dany wzor
ogolny tego ciagu.

e Zapiszesz wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, na podstawie danych o tym
ciggu.




Przeczytaj

Zastanowimy sie teraz nad wzorem ogdlnym ciggu geometrycznego (a, ), gdy dany jest
pierwszy wyraz a; i iloraz q ciggu.

Z okreslenia ciggu geometrycznego wynika, ze kazdy wyraz tego ciggu poczawszy od
drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez liczbe q.

a; — ay

a = aj-q
_ _ _ 2
a3 =as-q=a1-q-q=aj-gq

ag=az3-q=a;-¢*-gq=ay-¢°

_ _ n—2 _ n—1
a, =0ap-1+-q4q=4a-q *q=a;-q

Wyraz n-ty ciggu geometrycznego jest rowny iloczynowi wyrazu pierwszego a; przez
iloraz ciaggu podniesiony do potegi n — 1, czyli ¢" .

Twierdzenie: Wzoér ogélny ciggu geometrycznego

Jezeli cigg (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢ # 0 to dla kazdejliczby
naturalnejn € N

Podamy teraz kilka prostych przyktadow na zastosowanie zapisanego wzoru.

Przyktad 1

Obliczymy trzeci wyraz ciaggu geometrycznego (a,,), w ktoryma; = 6iq = 2.

Korzystamy ze wzoru a,, = a; - ¢ .

as; =6-23"1 =24

Przyktad 2

Obliczymy pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,), w ktorymay = 1iq = 2.
1

Korzystamy ze wzoru a,, = a1 - ¢ .

1=a; 241




1= aj - 8
a; = %
Przyktad 3

Znajdziemy iloraz q ciagu geometrycznego (a,), w ktorym ag = 21 a1 = 6. Podamy
wzOr ogolny ciggu.

Korzystamy ze wzoru a,, = a1 - ¢" L.

_ 4—1
a4 = aj - q
_ 21 .3
2="7"4

Zapisujemy wzoOr ogolny ciggu geometrycznego.
3 2\n—1

an =63 (3)

Wzo6r mozna przeksztalcic i zapisa¢ w postaci

=4 4-(3) =% ()"

Przyktad 4

Wyznaczymy liczbe n wyrazoéw ciggu geometrycznego (an), w ktorym a; = 4, ¢ = %,

an = T.

Korzystamy ze wzoru a,, = aj - ¢" L.

$ o4 ()4

4 n—1
(3) =(3)
4=n—1
n=>5

Przechodzimy do trudniejszych przyktadow. Rozwigzanie zapisanych tam problemow
bedzie wymagato miedzy innymi wykorzystania znajomosci rozwigzywania uktadow rownan
oraz rownan kwadratowych.
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Przyktad 5

W szesciowyrazowym ciggu geometrycznym (a,, ) iloczyn wyrazoéw parzystych jest rowny
(—729), ailoczyn wyrazow nieparzystych 19683. Znajdziemy wzor ogdlny tego ciagu.

Oznaczmy:
q - iloraz ciggu.

lloczyn wyrazoéw parzystych jest rowny (—729), czyli
Qg - Q4 * g — —729

Korzystamy ze wzoru na n—ty wyraz ciggu geometrycznego (czyli ze wzoru na wyraz
ogolny ciggu).

alq-a1q3 -a1q5 = —729

ad-q® = —1729

Iloczyn wyrazow nieparzystych jest rowny 19683, czyli
ai-as-as = 19683

a; - a1q% - a1¢* = 19683

a? - ¢°® = 19683

OtrzymalisSmy uktad rownan.

al-q’ =729
a3 - q% = 19683

Dzielimy stronami oba rownania uktadu i uzyskujemy:

3_ 729 1
9 = —79683 = — 27

=3
Podstawiamy wyznaczong liczb¢ do drugiego réwnania uktadu i obliczamy pierwszy

wyraz ciggu.

a3 (—1)° = 19683

ad - - = 19683

a3 = 19683 - 729



Dla ulatwienia obliczen, kazdg z liczb stojacych po prawej stronie znaku rownosci
zapiszemy w postaci potegi liczby 3.

ad =3°. 35 =315
ay = V35 = 3° = 243

Zapisujemy wzor ogolny ciggu.

an =243 - (=1)" gdyn =1,2, 3,4, 5,6.

Przyktad 6

Ciag (a,) jest pieciowyrazowym ciggiem geometrycznym. Suma pierwszych trzech
wyrazow tego ciggu jest rowna 21, a suma trzech ostatnich wyrazow jest rowna 336.
Znajdziemy wyrazy tego ciggu.

Oznaczmy:
a - pierwszy wyraz ciagu,
q - iloraz ciggu.

Zapisujemy ukiad rownan, wynikajacy z tresci zadania.

{a—|—aq—|—aq2 =21
aq® + ag® + aq* = 336

W obu réwnaniach wytaczamy wspolne czynniki przed nawias.

a(l+g+g¢*) =21
ag?(1+q+q*) =336

Dzielimy stronami oba rownania (z tresci zadania wynika, ze a # 01i g # 0, a rownanie
1 + g + ¢* = 0 nie ma pierwiastkow).

¢’ =16

q=4lubg=—4

JeSlig=4toa =1, aq = 4, ag®> = 16, ag® = 64, ag* = 256.

Jeslig= —4toa =3}, ag= -4, a¢’ = 3, aq® = — 1% ag* = 2.
OdpowiedZ:

Istniejg dwa ciagi spetniajace warunki zadania:

. (21 84 336 1344 5376
(1, 4, 16, 64, 256)i ({3, — 13, 33> — 13> 13 )



Przyktad 7

W ciggu geometrycznym (ay,) iloraz g = 1 + 2V2i pierwszy wyraz a1 # 0. Wykazemy, ze
dla kazdejliczby naturalnejn > 1 prawdziwa jest rownosc

Tan + 2an+1 = an2

Korzystamy ze wzoru a, = a1 - ¢" ! i zapisujemy wyrazy dowodzonej réwnosci za
pomocyg pierwszego wyrazu i ilorazu ciggu.

7a1_qn—1+2.a1.qn:a1_qn+l

n=1 (oba czynniki iloczynu s3 rézne od 0).

Dzielimy obie strony rownosci przez ax - q
7+ 2q = ¢*

Podstawiamy g = 1 + 2v/2.

7+2-@+2¢®::@+2¢@2

9+4v2=9+4v2
OtrzymalisSmy tozsamos¢, co konczy dowod.
Przyktad 8

W ciggu geometrycznym (ay) wszystkie wyrazy sg dodatnie i spelniony jest warunek
2a1 — a2 = a3 + a3. Wykazemy, ze suma czterech poczatkowych wyrazéw tego ciggu
jest najwieksza, gdy iloraz ciggu jest rowny %

Oznaczmy:
q - iloraz ciggu (an).

Na podstawie tresci zadania zapisujemy rownanie.
_ 2 2 2
2a1 —a1q = aj + aiq
Dzielimy obie strony réwnania przez a; (z tresci zadania wynika, ze a; # 0).

2—q:a1(1—|—q2)

Wyznaczamy a;.
— 2=q
a1 = 772

Teraz zapisujemy sume czterech poczatkowych wyrazow ciggu.

Si=artaigt+aig® +ai1g® =a1(1+g+¢> +¢°)



Rozwazymy dwa przypadki.
cg=1l=a=1i8=3-4=2
W tym przypadku ciag jest staly, suma czterech pierwszych wyrazow jest rowna 2.
cq71
Przeksztalcamy otrzymang sume.
Si=ai(l+qg+¢+¢*) =ar[(1+¢%) +q(1+¢*)]
Si=a1(14q)(1+ ¢°)

Do sumy, podstawiamy uzyskane wczesniej a;.

S1= 1 (L+9(1+¢)
S4:—q2+q—|—2

Rozwazmy funkcje Sy(q) = —¢? + q + 2 i zbadajmy, dla jakich argumentéw g funkcja
przyjmuje wartoS$¢ najwieksza.

Zgodnie z trescig zadania, dziedzing tej funkciji jest zbior liczb rzeczywistych
dodatnich. Z dziedziny wytaczyliSmy tez liczbe 1.

Rozpatrywana funkcja jest funkcjg kwadratowa (a = —1,b = 1, ¢ = 2), zatem
najwieksza wartoS$¢ przyjmuje dlag = — 2% , czyli w naszym przypadku dla
q=—5 = % Liczba ta nalezy do dziedziny funkc;ji.

Obliczamy te wartos¢ najwieksza.

2
Si(3) = —(3) + 3 +2

Poréwnujemy uzyskane sumy.
1
2<27

Wynika z tego, ze suma czterech poczgtkowych wyrazow tego ciggu jest najwieksza, gdy

iloraz ciagu jest rowny %, co nalezato udowodnic.

Stownik

wzor ogolny ciggu geometrycznego



jezeli cigg (a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g # 0 to dla kazdejliczby
naturalnejn € N



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, sprobuj najpierw samodzielnie wykonac¢ zapisane tam zadania,

a nastepnie poréwnaj z proponowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DMZNETFBz

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wzoru na wyraz ogolny ciggu geometrycznego.

Polecenie 2

W ciaggu geometrycznym (an), w ktorym wszystkie wyrazy sg dodatnie suma pierwszego
i drugiego wyrazu jest réowna 5, a wyrazu trzeciego i czwartego jest réwna 80. Znajdz wzoér
ogolny ciagu.



https://zpe.gov.pl/a/DMZNETFBz

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 o
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

W ciagu geometrycznym (a,,), w ktérym wszystkie wyrazy sa dodatnie suma

pierwszych trzech wyrazéw jest réwna 26, a suma odwrotnosci tych wyrazow jest

rowna %. Znajdz wzor ogolny tego ciggu.

Cwiczenie 8 @

Ciag geometryczny (an) okre$lony jest wzorem a,, = 5™ + 5™ "1, Oblicz, ile wyrazéw

tego ciggu jest mniejszych od 36000.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na wyraz ogolny ciggu geometrycznego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 ustala wzor na wyraz ogolny ciggu geometrycznego

 oblicza iloraz ciggu geometrycznego i wskazane jego wyrazy, majgc dany wzor ogolny
tego ciagu

 zapisuje wzOr na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, na podstawie danych o tym ciggu

» prowadzi rozumowania kilkuetapowe, celem udowodnienia wiasno$ci danego ciggu
geometrycznego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
 praca z obserwatorem

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie powtarzajg wspolnie wiadomosci dotyczace ciggu geometrycznego — moze
to by¢ na przyktad szybki test przygotowany wczesniej przez nauczyciela, na pytania
ktorego uczniowie odpowiadajg kolejno.

2. Dyskusja - w jaki sposob mozna opisywac ciggi geometryczne (cigg jest pewna funkcja,
zatem uczniowie powinni opierac si¢ na znajomosci sposobow opisu funkcji). Jednym
ze spostrzezen podsumowujacych dyskusje, powinno by¢ stwierdzenie, ze cigg mozna
opisac¢ za pomocg wzoru i jest to w praktyce jeden z najwygodniejszych sposobow opisu
ciagu.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wspolnie ustalajg wzor na wyraz ogolny ciggu geometrycznego — korzystajac
z definicji lub z poznanych wczesniej wlasnosci ciggu.

2. Uczniowie pracuja w 4 grupach. Najpierw kazda z grup zapoznaje si¢ z przyktadami 1-4
z sekcji ,Przeczytaj” i z animacja.
Nastepnie zadaniem kazdej z grup jest zapoznanie si¢ z jednym z przyktadow 5-8
(wskazanym przez nauczyciela) w taki sposob, aby uzyskane wiadomosci przekazac
innym grupom. W kazdej grupie jeden z uczniéw petni role obserwatora. Jego
zadaniem jest zaobserwowanie, jak uczniowie pracuja w grupie - czy peinig
powierzone im role, jaka jest strategia rozwigzywania problemow, itp.

3. Nastepnym etapem zajec jest zaprezentowanie przez grupy uzyskanych wiadomosci
i pokazanie sposobu rozwigzania zadania zamieszczonego w odpowiednim
przykladzie.

4. Uczniowie w parach rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne 1-4.



Faza podsumowujaca:

1. Kazdy z obserwatoroéw przedstawia wyniki swoich obserwaciji, jednoczesnie
konfrontujac je z obserwacjami lidera danej grupy.

2. Dyskusja - czy tatwo jest pelni¢ wyznaczona role w grupie i dlaczego.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Cigg geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Animacje bedzie mozna wykorzystac¢ na zajeciach podsumowujacych wiadomosci
i umiejetnosci o ciggu geometrycznym.
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