Twierdzenie o istnieniu granicy funkcji w punkcie

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

» Galeria zdje¢ interaktywnych
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela
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Zrédto: PxHere, dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Granice jednostronne funkcji w punkcie (tj. granica lewostronna oraz granica
prawostronna) mogg postuzy¢ do sformutowania warunku rownowaznego definicji granicy
funkcji w punkcie. Temat ten poSwiecimy na przedstawienie odpowiedniego twierdzenia
oraz pokazemy jak mozna wykorzysta¢ granice jednostronne do sprawdzenia czy funkcja
posiada granice w danym punkcie.

Twoje cele

» Dowiesz sie 0 zwigzku granic jednostronnych funkcji z granica funkcji w punkcie.
» Sprawdzisz, wykorzystujac granice jednostronne, czy funkcja posiada granice
w punkcie.




Przeczytaj

Granice jednostronne - przypomnienie

Przypomnijmy definicje granic jednostronnych funkcji w punkcie w sensie Heinego.

Definicja: Granica lewostronna funkcji w punkcie wedtug Heinego

Powiemy, ze liczba g jest granicg lewostronng funkcji f: Dy — R w punkcie zj € R, jesli
dla dowolnego ciggu (x,) argumentow funkcji f, ktory jest zwarty w pewnym
lewostronnym sgsiedztwie punktu z (tzn. z,, € (zg — J, z¢) dla pewnejliczby § > 0 oraz
dla kazdego n € N) ciag wartosci f(x,) jest zbiezny do liczby g. Fakt ten zapisujemy
nastepujgco

lim f(z) =g.

:E~>:L‘5
Definicja: Granica prawostronna funkcji w punkcie wedtug Heinego

Powiemy, zZe liczba g jest granicg prawostronng funkcji f: Dy — R w punkcie zo € R,
jesli dla dowolnego ciggu (z,,) argumentow funkcji f, ktory jest zwarty w pewnym
prawostronnym sgsiedztwie punktu z, (tzn. z,, € (z¢, ¢ + ) dla pewnejliczby § > 0
oraz dla kazdego n € N) ciag wartosci f(z,) jest zbiezny do liczby g. Fakt ten zapisujemy
nastepujgco

lim f(z) =g

+
:l:~>:1:0

Intuicyjnie powyzsze definicje oznaczajg, ze wyznaczajgc np. granice lewostronna funkcii
w pewnym punkcie, dgzymy do tego punktu jedynie z jego lewej strony, tzn. uwzgledniamy
tylko argumenty mniejsze od tego punktu.
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Analogicznie w przypadku granicy prawostronnej funkcji w punkcie dgzymy do tego
punktu jedynie z jego prawej strony, tzn. uwzgledniamy tylko argumenty wigksze od tego
punktu.
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Zwiazek granic jednostronnych z granica funkcji w punkcie

Ponizsze twierdzenie podaje zwigzek pomi¢dzy granicami jednostronnymi funkciji
w punkcie oraz granicg funkcji w punkcie.

Twierdzenie: o istnieniu granicy funkcji w punkcie



Jesli f: Dy — R posiada w punkcie x; € R granice lewo - oraz prawostronng oraz
granice te sg rowne, to wowczas posiada ona takze granice w tym punkcie oraz

lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).

lim f(z) = lim f(2) = lim f(z)
Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne, tzn. jesli funkcja posiada granice w pewnym
punkcie, to posiada w tym punkcie rowniez granice jednostronne. Ponadto granice te sa
sobie rowne i dodatkowo réwne wartosci granicy funkcji w tym punkcie.

Przyktad 1

Sprawdzimy czy funkcja dana wzorem

3r+4 dlaz < -1
2—2% dlaz > —1

o) = {

posiada granice w punkcie o = —1. Obliczymy w tym celu granice jednostronne funkcji
f w tym punkcie. Wezmy najpierw dowolny ciag argumentow funkcji f taki, ze z, < —1
dlakazdegon € Noraz lim x, = —1. Wowczas f(zn) = 3z, + 4. Stad oraz

n—+00
z twierdzen o arytmetyce granic ciggow zbieznych otrzymujemy

lim f(z,) :3-nl_1>rllooxn+4:3-(—1)+4:1.

n—-+o0o
Zatem

A S =1
Niech teraz ciag argumentow (z,,) bedzie taki, ze x,, > —1 dla kazdegon € N oraz

1_1>rj1 z, = —1. Wowczas f(z,) = 2 — z2. Stad oraz z twierdzen o arytmetyce granic
n 0

ciggow zbieznych otrzymujemy

2
. P o N2 o 1
Jim flzn) =2 (nl_lgloo wn) =2—-(-1)"=2-1=1.

Zatem rowniez w tym przypadku

lim f(x) =1
r——17 f( )
Poniewaz granice jednostronne funkcji f w punkcie xy = —1 s takie same i rowne 1,

wiec funkcja f posiada granice w tym punkcie oraz

lim f(z) =1.

rz——1

Przyktad 2




Niech funkcja f: R — R dana bedzie wzorem

f(.CE) — { 2:1;%#-1 dla z 2

3—4x dlazxz <

o= o=

Sprawdzimy czy dana funkcja posiada granice w punkcie zy = % W tym celu wezmy

ciag () argumentow funkciji f taki, ze z, > + oraz 1in1 T, = 5. Wowczas
n—-—+0oo

f(zy) = ﬁ i z twierdzenia o arytmetyce granic ciggow zbieznych dostajemy
: _ 4 _ 4 _
n1—1>I—§I—1c>o f(l’n) 2441 2~ 2.
Wynika stad, ze
lim f(z) = 2.
1

Niech teraz ciag (,) argumentéw funkcji f bedzie taki, ze z,, < 3 oraz 1_1)13 Ty, = 1.
n [e.9]

Wowecezas f(zn) = 3 — 4xy. Stad oraz z twierdzenia o arytmetyce granic ciggdw
zbieznych dostajemy

lim f(zn) =3—-4-3=3-2=1.

n—-+00

Oznacza to, ze

lir?+ f(z) =1

Jak widzimy granice jednostronne funkcji f w punkcie zo = % sa rozne. Wnioskujemy
stad, ze funkcja f nie posiada w tym punkcie granicy.

Przyktad 3

Sprawdzimy czy funkcja dana wzorem

2_
f(:IZ) = £ |963$1—|i_6

posiada granice w punkcie xy = 1. Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej
mozemy rozpatrze¢ przypadki

1.JeSlixz > 1,towowczasx — 1 > 0 oraz

fla) = =550 = M =2 6

2.JeSlix < 1,towoéwczasx — 1 < 0 oraz

2T z—1)(z—6
f(.’L“) = |le?—6 = ( _(;(_1) ) =6—=x


javascript:void(0);

Wzor funkcji mozemy zatem zapisa¢ w postaci

x—6 dlaz>1
f(m)_{6—a: dlaz <1

Wezmy teraz dowolny ciag argumentow (z,,) funkcii f taki, ze x,, > 1 dlakazdegon € N

oraz 11111 z, = 1. Wowczas f(x,) = x, — 6. Z twierdzenia o arytmetyce granic ciagdéw
n——+0oo

zbieznych wynika zatem, ze

lim f(z,)=1—6=—5.

n—>+00
Stad liIEI f(z) = —5. Z drugiej strony biorgc dowolny cigg argumentéw (z,,) funkcji f
x—17*

taki, ze ¢, < 1dlakazdegon € Noraz lim =z, =1, otrzymujemy f(z,) = 6 — zx.

n—+00
Z twierdzenia o arytmetyce granic ciggdéw zbieznych wynika tym razem, ze

lim f(z,) =6—1=5.

n—-+o0o

Stad 1iIIll f(z) = 5. Poniewaz granice jednostronne funkcji f w punkcie g = 1 sg rézne,
z—1-

wiec funkcja ta nie posiada granicy w tym punkcie.

Przyktad 4

Sprawdzimy czy funkcja dana wzorem

f(z) = |x|(12

posiada granice w punkcie xy = 0. Zauwazmy, ze dziedzing funkcji f jest caly zbior liczb
rzeczywistych, tzn. Dy = R. Na poczatek zapiszemy powyzszy wzor bez uzycia wartosci
bezwzglednej. Rozwazmy przypadki

1. Jesli x > 0, to woéwczas
6

2.Jesli x < 0, to wowczas

Zatem wzoOr funkcji mozemy zapisa¢ w postaci

S dlaz>0
f(IE): x—é—Z
5 dlaz <0

T

Wyznaczymy granice jednostronne funkcji f w punkcie zo = 0. Niech najpierw (z)
bedzie dowolnym ciggiem argumentéw (z,) funkcji f takim, ze x,, > 0 dla kazdego
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n € N oraz EIE x, = 0. Wowczas korzystajac z twierdzenia o arytmetyce granic ciggow
n o0

zbieznych otrzymujemy

; — T _6 _ 6 _
n1—1>I—+I-100 ‘f(wn) o n1—1>r—|¥loo T, +2 T 042 T 3.

Stad lim f(x) = 3.

rz—0+t

Niech teraz (x,) bedzie dowolnym ciggiem argumentow (zy,) funkcji f takim, ze z, < 0
dlakazdegon € N oraz n1_1>r£100 xn = 0. Wowczas korzystajgc z twierdzenia o arytmetyce

granic ciggoéw zbieznych otrzymujemy

. T 6 _ 6 _
n1—1>I—Poo f(fL'n) - n1—1>I—i¥loo 2-z, 20 3.

Stad h%l f(z) = 3. Poniewaz granica lewostronna funkcji f w punkcie zo = 0 jest
T—U"

rowna granicy prawostronnej funkcji w tym punkcie wiec funkcja ta posiada granice
w punkcie zy = 0 oraz

lim f(x) = 3.

z—0

Stownik
wartos¢ bezwzgledna liczby

wartos¢ bezwzgledna (modut) liczby  definiujemy nastepujaco

2] = z dlaxz >0
T l—z dlaz <0

cigg argumentow funkcji

ciag (zn) ktorego wszystkie wyrazy nalezg do dziedziny funkcji f, tzn. cigg spetniajgcy
warunek
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

W ponizszej galerii przedstawiono sposéb na sprawdzenie, czy funkcja dana dwoma réznymi
wzorami na dwoch réznych przedziatach posiada w danym punkcie granice. Zapoznaj sie
z przedstawiong metoda, a nastepnie wykonaj zamieszczone ponizej polecenia.

Dana jest funkcja

3r—1 dlaz >1

f(x):{Zw—l—l dlaz <1

Polecenie 2
Oblicz granice lewostronna funkcji f w punkcie g = 1.
Polecenie 3

Oblicz granice prawostronna funkcji f w punkcie zy = 1. Czy funkcja f posiada granice
w tym punkcie?




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Czy funkcja f(x) = |z| posiada granice z punkcie zy = 07?

() Nie.

() Tak.

Cwiczenie 2 @)

Czy funkcja f(x) = |§i§| posiada granice w punkcie g = —2?

() Tak. Posiada granice réwng —1.

() Nie.

() Tak. Posiada granice réwna 1.
Cwiczenie 3 G
Uzupetnij tekst, przeciggajac w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Dana jest funkcja f(z) = %. Funkcja tai w punkcie o = 2, poniewaz granice

takie same ’ ‘ ma granice ’ ‘ nie ma granicy ’ ‘ réozne ’




Cwiczenie 4

Wskaz funkcje posiadajace granice w punkcie ¢y = 0.

O fl@) =4

O f(ZB) - \a:2|f-1

O fla) =t

Cwiczenie 5

Dana jest funkcja f(z) = r;zjll‘ . Wskaz prawdziwe réwnosci.

) lim f(z) = -2

rz—1"

) lim f(z) = -2

r—1+t

) lim f(z) =2

z—17t

) lim f(z) =2

rz—1

Cwiczenie 6

Uzupetnij tekst, przeciggajac w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Dana jest funkcja f(z) = £+324 poniewaz lim f(z) = ‘oraz lim f(z) =
|z+4 T —4+ r——4-
Ewiec funkcja tai w punkcie zp = —4

magraniceH—SH—3”—3H—5HniemagranicyH5H3’

Cwiczenie 7



Cwiczenie 8

Potacz w pary funkcje ze zdaniami dla nich prawdziwymi.

f(z) = lz+1] Funkcja posiada granice w punkcie
L) = 92 xo = —1réwna 0.
f(z) r+1 dlax<-1 Funkcja posiada granice w punkcie
T) = .
z2—1 dlaz > —1 xg = —1rowna —%.
_ =z Funkcja nie posiada granicy w punkcie
f(@) = mia _
Ty — —1.
Cwiczenie 9 @

Przenie$ podane funkcje do odpowiednich obszaréw.

Posiada granice w punkcie xy = 1.

22— _ 3x—3
flo) = £ | | fl@) = 35
z|—1
f(CC) = :wl—i-l
Nie posiada granicy w punkcie 2y = 1. 224+1 dlaz <1
Tr) =
f(@) Vz+3 dlaz>1
2—22 dlaz <1
fz) = {—x dlaz > 1




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o istnieniu granicy funkcji w punkcie

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 potrafi sformutowac twierdzenie o istnieniu granicy funkcji w punkcie;

 stosuje twierdzenie o istnieniu granicy funkcji w punkcie do badania istnienia granicy
funkcji w punkcie;

 stosuje twierdzenie o istnieniu granicy funkcji w punkcie do obliczania granic funkcji
w punkcie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



e tworzenie przez analogie.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji: ,Twierdzenie o istnieniu
granicy funkcji w punkcie” i jej cele. Moze postuzyc¢ si¢ wyswietlong na tablicy
zawartoscia sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Twierdzenie o istnieniu granicy funkcji w punkcie”).



Materialy pomocnicze:
» Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcii
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczace analizy problemu w temacie ,Twierdzenie o istnieniu granicy
funkcji w punkcie”


https://epodreczniki.pl/a/definicja-funkcji-sposoby-przedstawiania-funkcji/D7ohzfRkA

