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Dowodzenie twierdzen zwiazanych z liczbami

rzeczywistymi

B
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W tejlekcji skupimy sie na dowodzeniu wlasnosci i twierdzen zwigzanych z liczbami
rzeczywistymi. W dowodzeniu olbrzymia role odgrywa umiejetnosci argumentowania

i uzasadniania poczynionych obserwaciji - kazdy krok powinien by¢ opisany tak, aby
czytajacy dowod mogt odtworzy¢ przewdd myslowy autora dowodu i dokonac jego analizy.
Ogolnie mowigc dowod to rozumowanie, ktore prowadzi od zatozen do tezy. Z zatozen
mozna korzysta¢ dowolnie w dowolnym momencie dowodu, teza ma by¢ wnioskiem,
zwienczeniem rozumowania.

Twoje cele

e Udowodnisz nier6wnosci.
» Udowodnisz wilasnosci liczb catkowitych.

o Podasz kontrprzykiad, ktory uzasadni falszywo$¢ podanego stwierdzenia.



Przeczytaj

Przyktad 1

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, 2z spelniajacych warunek

z >y > zzachodzi z > L=

Zalozenie
x>y>zx,y z€R
Teza

T > y;z

Dowod

Zauwazmy, ze teza jest rownowazna nieréwnosci z — £3= > 0.

. . . y+z
Rozwazmy wyrazenie x — <5—.
_ytz 2 ytz _ 22—(y+2) _ 2z—y—z _ z—ytz—z
z 7 T 2 7 = 2 =2 = 2

Z zalozenia wiemy, ze x > yixz > z,zatemx —y > 0iz — 2 > 0.

Ponadto suma liczb dodatnich jest dodatnia, wiecz —y 4+ — 2 > 0.
— + —

Stad == > 0.

Na mocy przechodniosci relacji rownosci mamy  — % > 0, zatem teza zostala
udowodniona.

Przyktad 2

Wiadomo, ze liczby p i p* + 21 sg liczbami pierwszymi. Wykazemy, Ze istnieje doktadnie
jedna liczba p spelniajaca ten warunek.

Zalozenie

pip® + 21 s3 liczbami pierwszymi.
Teza

Istnieje doktadnie jedna liczba p.

Dowod




Zauwazmy, ze jedyna liczbg pierwszg parzysta jest liczba 2.
Rozwazmy p = 2.

Wtedy p> + 21 = 23 + 21 = 8 4 21 = 29, co jest liczba pierwsza.
Rozwazmy teraz p wieksze od 2.

Oznacza to, ze p jest liczba nieparzysta.

Woéwczas p? i 21 s3 liczbami nieparzystymi, a zatem p* + 21 jest liczbg parzysta wieksza
niz 2, zatem nie jest liczbg pierwsza.

Jedyna liczbg p spelniajgca warunki zadania jest p = 2.

Przyktad 3

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb naturalnych dodatnich z i y wyrazenie
xy — ¢ — y + 1 przyjmuje warto$¢ nieujemna.

Zalozenie

x, y e Ny

Teza
zy—xr—y+1>0
Dowaod

Przeksztalcimy lewa stron¢ powyzszej nierownosci, korzystajac z rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania i odejmowania.

zy—z—y+tl=z(y—-1)—-(y-1)=(@¥-1)(z-1)

Zauwazmy, ze poniewaz z i y sg liczbami naturalnymi dodatnimi, wi¢c s3 nie mniejsze,
nizl,czyliz >1iy > 1.

Zatem liczby z — 1iy — 1 sg nieujemne.

Ponadto iloczyn liczb nieujemnych jest liczbg nieujemng, wiec
(y—1)(z—1) >0.

Poniewaz relacja rownosci jest przechodnia, wigc teza zostala udowodniona.

Przyktad 4

Udowodnimy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x wyrazenie 2 — 2z + 1 przyjmuje
wartoSci nieujemne.



Zalozenie

zeR

Teza

22 —2x4+1>0

Dowod

Rozwazmy lewg strong¢ nieréwnosci.

2 —2z+l1=0’—z—z+l=x(x—1)—(z—1)=
—(z—-1)(z—1)=(z—1)

Przypomnijmy, ze kwadrat dowolnejliczby rzeczywistej jest nieujemny.

Stad (z — 1)® > 0.

Poniewaz relacja rownosci jest przechodnia, wiec teza zostata udowodniona.
Przyktad 5

Mediang utamkow 4 i < nazywamy utamek gTJr;. Wykaz, ze wartos¢ mediany dwoch
roznych utamkow dodatnich jest wieksza niz mniejszy z nich oraz mniejsza od wigkszego
z nich.

Zalozenie
+ < %;a,b,c,dsaliczbami naturalnymi dodatnimi.
Teza

a _ atc _ c
b < bd < d

Dowad
Korzystajgc z twierdzenia o wiasnosci relacji mniejszosci, przeksztatcimy zatozenie.

Zauwazmy, ze nierowno$¢ ¢ < < jest rownowazna z nieréwnoscig § — = < 0, ktorg
z kolei mozna przeksztatci¢, sprowadzajac utamki do wspolnego mianownika

ad cb

< 0.

Zatem zalozenie przeksztatca sie do postaci 242 < 0.

Poniewaz z zalozZenia liczba bd jest dodatnia, wiec liczba ad — bc jest ujemna.

. . . s L4 a atc
Rozwazmy najpierw nierownosc b < bid "



javascript:void(0);

Z wtasnoSci relacji mniejszo$ci jest ona rownowazna nierownosci ¢ — gig < 0.

. . s a a-+c
Zbadajmy zatem wyrazenie  — 3.4-

atc _ a(b+d) _ (a+c)b __ abtad—ab—bc __ ad—bc
b+d ~— b(b+d) (b+d)b b(b+d) " b(b+d)

e
Wiemy juz, ze licznik powyzszego utamka jest liczbg ujemna.
Ponadto tatwo zauwazyc¢, ze mianownik jest liczbg dodatnia.

Poniewaz iloraz liczby ujemnej przez dodatnia jest ujemny, wiec ,‘f(%jrlg; < 0.

Z przechodniosci relacji rownosci mamy 4 — $55 < 0, czyli ¢ < $55. Druga czes¢

dowodu pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Wazne!
Mowimy, ze relacja R jest:

« zwrotna na zbiorze A, gdy kazdy element a zbioru A jest w relacji sam ze soba, czyli
aRa;

« przechodnia na zbiorze A, gdy dla dowolnych elementéw a, b, ¢ zbioru A zachodzi:
jesli a jest w relacji z bi b jest w relacji z ¢, to a jest w relacji z ¢, czyli jesli aRb i bRc, to
aRc;

« antysymetryczna na zbiorze A, gdy dla dowolnych elementéw a, b zbioru A
zachodzi: jesli a jest w relacji z b i b jest w relacji z a, to a jest réwne b, czyli jesli aRb i
bRa,toa = b.

Przyktad 6

Udowodnimy, ze relacja podzielnosci w zbiorze:

a) liczb catkowitych bez zera jest zwrotna,

b) liczb catkowitych jest przechodnia,

c¢) liczb naturalnych dodatnich jest antysymetryczna.
Dowody

a) Relacja podzielnosci jest zwrotna na zbiorze liczb catkowitych réznych od zera,
poniewaz dla kazdejliczby catkowitej k r6znej od zera zachodzi k = k - 1, co oznacza, ze


javascript:void(0);

b) Zatozmy teraz, ze dla liczb catkowitych k, m, n zachodzi: k|m i m|n.

Oznacza to, ze istnieja takie liczby catkowite z, y, dla ktorych m = kx oraz n = my.
Wynika stad, ze n = kzy.

Poniewaz iloczyn liczb catkowitych jest liczbg catkowita, wiec k|n.

Zatem relacja podzielnosci jest przechodnia.

¢) Niech teraz k|m i m|k zachodzi dla pewnych liczb naturalnych dodatnich k, m.
Z pierwszego warunku wynika, Ze istnieje liczba naturalna z, dla ktérejm = kz, za$
z drugiego wynika, Ze istnieje liczba naturalna y, dla ktorej k = my.

Stad m = myz, zatem 1 = yz.

Poniewaz z i y sa liczbami naturalnymi, wiecz = 1iy = 1, czyli k = m.

Zatem rozwazana relacja jest antysymetryczna na zbiorze liczb naturalnych dodatnich.

Stownik
dowdd twierdzenia

rozumowanie, ktore ma celu uzasadni¢ prawdziwos$c¢ jakiego$ twierdzenia; dowod
prowadzi od zatozen do tezy wykorzystujac przy tym inne fakty

twierdzenie

zdanie, ktore opisuje fakt, zaleznos¢ lub réwnos$¢, ktére potrafimy udowodnic,
korzystajac ze znanych, wczesniej uzasadnionych lub przyjetych za pewnik (aksjomatow)
prawd,;

twierdzenie najczesciej ma postac zdania:

,Jezeli p, to q”; pierwsza czes$¢ (p) takiego zdania to zalozenie, ktore opisuje warunki,
przy ktorych spetnione jest twierdzenie; druga czes¢ (q) to teza zawierajgca wlasnose,
ktora zachodzi, gdy spetnione sg warunki opisane w zatozeniu




Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w animacji.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DnNYJde7i

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego dowodzenia twierdzen zwigzanych
z liczbami rzeczywistymi.

Polecenie 2

Wozorujac sie na przyktadzie z animacji, udowodnij, Ze istniejg doktadnie 4 liczby catkowite n,

n>+2n+5
n+2

dla ktérych liczba jest catkowita.


https://zpe.gov.pl/a/DnNYJde7i

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Jezeli liczba catkowita dzieli
sie przez 3 i przez 4, to
dzieli sie przez 12.

Jezeli liczba catkowita dzieli
sie przez 2 i przez 6, to
dzieli sie przez 12.

Jezeli liczba nie jest
mniejsza od 2, to jest
wieksza od 2.

Jezeli liczba x jest wieksza
od 2, to liczba —z jest
mniejsza od 2.

Jezeli liczba x jest wieksza
od 2, to liczba —z jest
mniejsza od —2.

Jezeli x jest liczba dodatnig,
to z2 jest wiekszy od .

Jezeli liczba x jest wieksza
od liczby y, to z2 jest
wieksza od 32

Cwiczenie 2

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Ocen poprawnosé ponizszych zdan. Zaznacz Prawda lub Fatsz.

Prawda

O

Fatsz



Cwiczenie 3

Wykaz, ze dla liczb rzeczywistych z, y nie mniejszych od 2 zachodzi nieréwnos¢
xy+4 > 2z + 2y.
Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwiazanie powyzszego zadania.

Rozwazymy zatem wyrazenie xy + 4 — 2x — 2y, ktére przeksztatca sie kolejno do: =
Z przechodniosci relacji rownosci wynika, ze zy + 4 — 22 — 2y > 0. =
xy+4—-2r—-2y=zy— 2z —2y+4 =
Zauwazmy najpierw, ze teza jest rownowazna nieréwnosécizy +4 —2x — 2y > 0. ¢
Poniewaz iloczyn liczb nieujmenych jest nieujemny, wiec (y — 2)(z — 2) > 0. =
Korzystajac z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i odejmowania R
otrzymujemy z(y — 2) — 2 - (y — 2). v
Zauwazmy, ze skoro liczby z i y s3 nie mniejsze niz 2, wiec liczby x — 2iy — 2 s3 N
nieujemne. M
Ponownie korzystajac z rozdzielno$ci mnozenia wzgledem odejmowania N
otrzymujemy (y — 2)(z — 2). v
Poniewaz powyzsza nieréwnos¢ rownowazna jest tezie, dowdd uznajemy za R

zakonczony.

Cwiczenie 4

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej k prawdziwa jest nieréwnos¢ 9> — 9k +1 > 0

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6

Wykaz, ze warto$¢ mediany dwoch réznych utamkéw dodatnich jest mniejsza od wiekszego
Z nich.

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze istnieje doktadnie jedna liczba pierwsza p, dla ktérej p 4+ 10 oraz p + 14 sa liczbami
pierwszymi.
Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwiazanie powyzszego zadania.

Zauwazmy najpierw, ze liczba p = 3 spetnia warunki zadania. =
W zwiazku z powyzszym pozostate liczby p sg postaci: p = 3k + 1lubp = 3k + 2 .
dla pewnej liczby naturalnej k. M
Rzeczywiscie: liczby p + 10 = 13 oraz p + 14 = 17 sa pierwsze. =
Z powyzszego rozumowania wynika, ze jedyna liczba pierwsza p, dla ktérej p + 10 i N
p + 14 sa liczbami pierwszymi jest p = 3. M
Pozostate liczby pierwsze nie dzielg sie przez 3. =
Dlap=3k+1mamyp+14=3k+1+14=3k+ 15 =3 (k+ 5), zatem

liczba p + 14 dzieli sie przez 3, czyli nie jest pierwsza. R

Dlap=3k+2mamyp+10=3k+2+ 10 =3k + 12 =3 - (k + 4), zatem
liczba p + 10 dzieli sie przez 3, czyli nie jest pierwsza.



Cwiczenie 8 @

Uzasadnij, ze ponizsze stwierdzenia nie sg prawdziwe. Podaj kontrprzyktady, tzn. liczby, dla
ktérych spetnione sg zatozenia, ale teza nie zachodzi.

Stwierdzenie:

a) Jezeli liczba jest mniejsza niz 5, to jej kwadrat jest mniejszy niz 25.

b) Jezeli liczba jest dodatnia, to jej szesScian jest od niej wiekszy.

c) Jezeli liczba catkowita dzieli sie przez 3 i przez 6, to dzieli sie przez 18.
d) Kwadrat sumy dwéch liczb jest rowny sumie ich kwadratéw.

e) Pierwiastek sumy dwoch liczb jest rowny sumie ich pierwiastkéw.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dowodzenie twierdzen zwigzanych z liczbami rzeczywistymi

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje wlasnosci monotonicznos$ci potegowania, w szczegéolnosci wlasnosci: jesli x < y
oraza > 1,toa” < a¥,za§gdyz < yi0 < a < 1,toa” > av.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e udowodnia nieréwnosci;
« udowodnia wtasnosci liczb catkowitych;
» podaje kontrprzykiad, uzasadniajgcy fatszywos¢ podanego stwierdzenia.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e mapa mysli;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Dowodzenie twierdzen zwigzanych z liczbami
rzeczywistymi” i celow zaje¢, przejscie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”
- ,Przeanalizuj informacje zawarte w animacji.” Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali
si¢ z materialem. Po ustalonym wczesniej czasie pyta czy byty watpliwosci z jego
zrozumieniem i thumaczy je.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Dowodzenie twierdzen zwigzanych
z liczbami rzeczywistymi” i inicjuje krotkg rozmowe na temat zrealizowanych celow
(czego uczniowie si¢ nauczyli). Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i -
jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Dowodzenie twierdzen zwigzanych z liczbami
rzeczywistymi”).

Materialy pomocnicze:
Twierdzenia i ich rodzaje
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Dowodzenie twierdzen zwigzanych z liczbami
rzeczywistymi”.
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