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Zrédto: Olaf Pictures, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Znamy juz definicje funkciji, potrafimy okreslac¢ jej dziedzing¢ oraz obliczac jej wartos¢

w danym punkcie. Kolejnym stopniem, ktory mamy do pokonania, to wyznaczanie zbioru
wartosci funkcji. Z ilu elementow moze sktadac sie zbior wartosci funkeji? Od czego zalezy
liczba elementow zbioru warto$ci funkcji? Czy zbior wartosci funkcji moze by¢ zbiorem
jednoelementowym? Na te i podobne pytania uzyskasz odpowiedz analizujgc zagadnienia
przedstawione w tym materiale.

Twoje cele

» Wyznaczysz zbior wartosci funkcji, gdy funkcja bedzie opisana za pomocg grafu,
tabelki, wykresu, zbioru par uporzagdkowanych, wzoru.
o Sprawdzisz, czy podana liczba jest warto$cig danej funkcij.

» Udowodnisz, ze podana liczba jest elementem zbioru wartos$ci funkciji.



Przeczytaj

Zbior wartosci funkcji liczbowej, to zbior wszystkich tych liczb, ktéore mozna otrzymac
w wyniku obliczenia wartosci funkcji dla wszystkich jej argumentow.

Wiemy, ze funkcje mozemy opisa¢ roznymi sposobami. Przeanalizujemy sposoby
wyznaczania zbioru wartosci funkciji, gdy jest ona opisana za pomocg grafu, tabelki, zbioru
par uporzadkowanych, wzoru, wykresu lub jest opisana stownie.

Przyktad 1

Wyznaczmy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca grafu.

i X—=Y

Rozwigzanie

Z budowy grafu wiemy, ze w lewej czeSci, oznaczonejliterg X, umieszczone sg
argumenty funkcji. Zbior argumentow nazywamy dziedzing funkciji.

Prawa cze$c¢ grafu, oznaczona literg Y, zawiera elementy przeciwdziedziny. To wtasnie
wsrod elementow przeciwdziedziny szukamy zbioru wartosci funkci.

W przypadku rozpatrywanej funkcji zbior wartosci funkciji stanowig liczby
{-5, —3,1,2,4,7, 9}.

Mozemy zapisac¢ to symbolicznie:

ZW;={-5, —3,1,2,4,7, 9}



javascript:void(0);

Analizujac graf mozemy zauwazyc¢, ze zbiodr wartosSci funkciji jest podzbiorem
przeciwdziedziny funkciji f.

Przyktad 2

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca tabelki.

T —2 -11 —1 0 T 0,89 1 2
f() 0 25 1 V2 oo L5 LT V3 2
Rozwigzanie

Tabelka zbudowana jest w ten sposob, ze w pierwszym wierszu umieszczamy argumenty
funkcji f, czyli elementy dziedziny funkciji, a w drugim wierszu odpowiadajace podanym
argumentom wartosci funkciji.

Zbior wartosci funkcji f tworzag liczby umieszczone w drugim wierszu, co mozemy
zapisa¢ symbolicznie:

2wy = {0; 265515 V35 1,5 1,75 V33 2},

Przyktad 3

Wyznaczymy zbior warto$ci funkcji f opisanejza pomocg zbioru par uporzadkowanych.
{(=4 %) (=3, %) (=2 1), (-1, ), (0, 0), (1, 1), (2, =3), 3, =7}
Rozwigzanie

Uporzadkowang pare liczb tworzymy w sposob nastepujacy:

 liczba zapisana z lewej strony, zwana rowniez poprzednikiem, jest liczbg nalezacg do
dziedziny funkcij;

 liczba zapisana po prawej stronie, zwana rOwniez nastepnikiem, to odpowiadajaca
poprzednikowi warto$c¢ funkciji.

Aby wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji, nalezy ,zebra¢” wszystkie nastepniki z kazdej pary.
Mozemy zapisac¢ to symbolicznie:

ZWr={-7, -3, - 1,0, 3, %, %, 1o }-

Przyktad 4

Wyznaczymy zbior warto$ci funkcji f przedstawionejza pomocg opisu stownego.



Funkcja f kazdejliczbie naturalnej z, takiej, ze
xz € {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} przyporzadkowuije reszte z dzielenia
tejliczby przez 6.

Rozwigzanie
Funkcja f okreslona jest na zbiorze {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.

Obliczymy jej wartosci dla wszystkich elementow.

£(10) = 4
f(11) =5
f(12) =0
f(13) =1
f(14) =2
F(15) =3
£(16) = 4
f7) =5
£(18) =0
£(19) =1
£(20) = 2

Zatem zbior wartosci funkcji f, to
ZWy =40, 1, 2, 3, 4, 5}.
Przyktad 5

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wzoru. Rozpatrzymy dwa
przypadki:

a) f(z) = &%, gdyz € {-3, -2, —1,0, 1, 2, 3},
b) f(z) = 2" gdyx € R.
Rozwigzanie

Ad a)


javascript:void(0);

Funkcja f okres$lona jest na zbiorze {—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3}.
Obliczymy jej wartoSci dla poszczeg6lnych argumentow.
f(3) =55 =1
_ —2+4 _ 2
f(2)=4% =3

fC1) =75 =2

f0)= 5 =4
f=15=%
f =4 =%

_3+4 7 1
fB=35=17=13

Zatem zbior wartosci funkcji f mozemy zapisa¢ symbolicznie:
1 2 1 2 4 5
2Wi={1 5 5 5 5 T
Adb)
Funkcja f(z) = 227! jest okres$lona dla kazdejliczby rzeczywistej z.

Wynika stad, Ze jej zbiorem wartos$ci bedg wszystkie liczby rzeczywiste bedace
warto$ciami liczbowymi wyrazenia 2%+,

Z wlasnosci potegowania wiemy, ze gdy podstawa potegi jest liczbg dodatnia, to wartos¢
potegi tez jest liczba dodatnig.

Do dziedziny funkcji nalezg wszystkie liczby rzeczywiste, zbiorem wartosci jest zbior
liczb rzeczywistych dodatnich.

Symbolicznie mozemy zapisac:
Przyktad 6

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wykresu.



-
1
T

Rozwigzanie

W celu wyznaczenia zbioru wartosci funkcji opisanej za pomoca wykresu postepujemy
w sposOb nastepujacy:

» wyobrazmy sobie prosta rownolegla do osi X.

e przesuwajmy ja od najnizej potozonego punktu na wykresie funkcij.

gdy prosta przetnie si¢ z wykresem funkcji, rzutujemy ten punkt nao$ Y.
postepujemy tak do wyczerpania si¢ miejsc przeciecia wykresu i proste;.
» zaznaczony na osi Y przedzial jest zbiorem wartosci funkciji.

Korzystajgc z powyzszego sposobu, wyznaczymy zbior wartosci funkcji podanejw tresci
przyktadu.

Wydaje sie, ze najnizej potozonym punktem jest punkt, ktérego rzedna jest rowna (—2).
Punkt ten jednak nie nalezy do wykresu funkcji.
W zwigzku z tym zbior wartosci funkcji bedzie lewostronnie otwarty.

Najwyzej potozonym punktem nalezgcym do wykresu funkciji jest punkt, ktérego rzedna
jest rowna 3.

Oznacza to, ze zbiorem warto$ci funkcji f jest przedziat (—2, 3).
Mozemy zapisac¢ to symbolicznie:

ZW; = (2, 3).


javascript:void(0);

PokazaliSmy sposoby wyznaczania zbioru wartosci funkcji w zaleznosci od sposobu opisu
funkcii.

Wazne!

« Jezeli funkcja opisana jest za pomoca grafu, zbior wartosci funkcji odczytujemy
najczesciej z prawej czesci grafu.

» Jezeli funkcja opisana jest za pomoca tabelki, to zbior wartosci funkcji zapisany jest
w jej drugim wierszu.

 Jezeli funkcja opisana jest za pomoca zbioru par uporzadkowanych, to do zbioru
wartos$ci funkcji nalezg te elementy z kazdej pary, ktore sg zapisane na drugim
miejscu.

» Jezeli funkcja przedstawiona jest za pomocg opisu stownego, a jej dziedzina jest
zbiorem kilkuelementowym, to wykorzystujac warunki podane w tresci opisu,
obliczamy wartosci funkcji dla podanych argumentow.

» Jezeli funkcja opisana jest za pomoca wzoru i ma dziedzin¢ skonczong, to zbior
wartosci funkcji wyznaczamy obliczajgc wartosci funkcji dla kazdego z argumentow.

» Jezeli funkcja opisana jest za pomoca wzoru i jej dziedzina jest zbiorem
nieskonczonym, to zbior wartosci tak okreslonej funkcji wyznaczamy korzystajac
z wlasnosci dziatan zapisanych we wzorze.

» Jezeli funkcja opisana jest za pomoca wykresu, to zbior wartosci tej funkciji

wyznaczamy rzutujac prostopadle punkty nalezgce do wykresunaos Y.

Stownik
zbior wartosci funkcji liczbowej

to zbior wszystkich tych liczb, ktére sg warto$ciami funkcji dla wszystkich jej
argumentow



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie materiat przedstawiony w animacji. Wykorzystujgc ponizsze informacje
zaproponuj sposob wyznaczania zbioru wartosci funkcji f opisanej za pomoca wzoru, gdy
dziedzina funkcji jest zbiorem nieskoriczonym.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D16vOHuxV

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego zbioru wartosci funkciji.

Polecenie 2

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f opisanej za pomoca tabelki.

T —5,35 —3,46 -0, 26 1,25 2,58 3,57
f(x) —6 —4 -1 1 2 3
Polecenie 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru:

flz) =23 gdyz e {-3, — 1,1, 2, 4, 6}

2

Wyznacz zbiér wartosci tej funkcji i oblicz wartos¢ wyrazenia 3 - [f(—1)]* + 4 - [£(6)]


https://zpe.gov.pl/a/D16vOHuxV

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = v/ + 3 dlaz € N. Pogrupuj podane liczby na te,
ktére naleza i ktore nie naleza do zbioru wartosci funkcji f.

Naleza do zbioru wartosci f:

2 )l

El

Nie naleza do zbioru wartosci f:

Cwiczenie 3

Potacz w pary funkcje f, opisang za pomoca zbioru par uporzadkowanych, z odpowiadajagcym
jej zbiorem wartosci.

{(=2,5)5(<1,0); (0, 4): (1,—1); (2, ZWy={-3, =2, —v2,0,2,3
{(=4,-2); (-1,-2); (0,2); (1,3); (¢ ZW; = {—2, —V3, —1,0,1, V2
{(—2,\/_) (—1,1); (0, 0); ( 1),( Zwy={-2, — 1,2, 3,7, 8)

{(~8,v2);(~5,-3),(0,0); (1,3); ( 2wy ={-1,0,+2, 2, 4,5}



Cwiczenie 4

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) =2 - |z| — 3dlaz € {—4,
Wskaz zbiér wartosci funkcji f.

ZW;={-3, —1,0, 1, 3}

IW;={-3, —1, 1, 3}

o O O

ZWy={-3, —1, 1, 3, 5}

O ZW;={-1,1, 3,5
f

Cwiczenie 5

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = 2 — z? dla

~3, —2,0,1, 2, 3).

x € {_2, - \/§, — \/5, 0, \/5, \/5}.Wskai zbiér wartosci funkcji f.

O ZWy={-2, —1,0,1, 2}
O ZWe={-2, —1, 0}
O ZW; ={-1, 0, 2}

O ZW;={-2, —1,0, 2
f



Cwiczenie 6

Funkcja f opisana jest za pomoca wykresu.

y = f(x)

Pogrupuj podane liczby na te, ktére naleza i ktore nie nalezg do zbioru wartosci funkgji f.

Liczby nalezace do zbioru wartosci funkcji f:

=) (o) ()
¢§;10 ’M‘i‘ V3-1

Liczby, ktore nie naleza do zbioru wartosci funkcji f: 5—1/3




Cwiczenie 7

Funkcja f opisana jest wzorem f(z) = |3z — 2| — 7, gdy
xe{-7; —6; —5,5; —2;0; 2; 4; T}. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 f0) =5
0 2wy =7,

() ZWy={-5; —3;1; 3; 11,5; 12; 13; 16}

) f(-6)=-7
Cwiczenie 8
. . . 2—logs
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(z) = —=—, gdy

T e {8%, 2%, %, %, 1, 3, 9}.Zaznacz poprawng odpowiedz. Warto$¢ wyrazenia
2

4-[f(&)] —-3- [£(9)]? jest réwna:

36

N
oo

o O O O
|



Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior wartoS$ci funkcji

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku zrodet informacii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza zbior wartosci funkciji, gdy funkcja jest opisana za pomocg grafu, tabelki,
wykresu, zbioru par uporzagdkowanych lub wzoru

o sprawdza, czy podana liczba moze by¢ wartoscia funkcji

 uzasadnia, ze podana liczba jest elementem zbioru wartosci funkciji

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e metaplan
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przed lekcja grupa chetnych uczniow przygotowuje krotkg prezentacje multimedialng
przypominajgcg definicje funkcji liczboweji sposobow jej przedstawiania.

2. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria sukcesu.

3. Uczniowie ogladaja prezentacje przygotowang przez swoich kolegow. Jest ona
wprowadzeniem do lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przyktady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj”

2. Po uplywie wyznaczonego czasu taczg si¢ w pary i omawiaja sposoby wyznaczania
wartosci funkcji. Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, dzielg sie informacjami
i przedstawiajg je na forum klasy.

3. Uczniowie tworzg metaplan zawierajgcy sposoby okreslania zbioru wartosci funkcii
w zaleznosci od sposobu opisu tej funkcii.

4. Uczniowie ogladaja animacije i rozwigzuja wskazane polecenia.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela i wspoélnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujac na mocne i stabe strony pracy uczniow.
3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczeg6lnych uczniow.

Praca domowa:



1. Uczniowie rozwigzuja w domu ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.
2. Zadanie dla chetnych:
Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru f(z) = —2 - |z| + z, gdy ¢ € R. Wyznacz jej
zbior wartosci.

Materialy pomocnicze:
Argumenty i wartosci funkcji
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje do pracy metoda odwroconej klasy.


https://epodreczniki.pl/a/argumenty-i-wartosci-funkcji/DpDcgBpQt

