SHRe eras L R AR
y 3
S -~ Znrte
&

Co to znaczy prawie wszystkie wyrazy ciggu
nieskonczonego?

Wprowadzenie

Przeczytaj
Infografika

Sprawdz sie

Dla nauczyciela



Co to znaczy prawie wszystkie wyrazy ciggu

nieskonczonego?

Jednym z podstawowych poje¢ w teorii ciggow jest granica. Aby dobrze zrozumie¢ czym
jest granica ciggu, warto postuzyc¢ si¢ pojeciem otoczenia punktu, ktore to zostato
przedstawione w poprzednim temacie oraz zwrotem ,prawie wszystkie wyrazy ciggu
nieskonczonego”. W tym temacie dowiemy sie, co oznacza zwrot ,prawie wszystkie wyrazy
ciggu nieskonczonego” i jaki jest jego zwigzek z otoczeniem punktu na osi liczbowe;j.

W kolejnych tematach bedziemy uzywac tego sformutowania, aby lepiej zrozumie¢, czym
jest granica ciggu nieskonczonego.

Twoje cele

» Dowiesz sig, co oznacza sformutowanie ,prawie wszystkie wyrazy ciggu
nieskonczonego”.

» Zaobserwujesz, jaki jest zwigzek otoczenia punktu ze zwrotem ,prawie wszystkie
wyrazy ciggu nieskonczonego”.

» Wskazesz dla danego ciggu nieskonczonego zbiory, do ktorych nalezg prawie

wszystkie jego wyrazy.



Przeczytaj

Co to znaczy ,prawie wszystkie wyrazy ciggu
nieskonczonego”?

Przy formutowaniu pojgcia granicy ciggu wykorzystuje sie czesto zwrot ,prawie wszystkie
wyrazy ciggu nieskonczonego”. Zwrot ten stosuje sie jedynie do ciggéw nieskonczonych,
tzn. takich ktore posiadaja nieskonczenie wiele wyrazow. W zwigzku z tym w dalszym ciggu
bedziemy mowic po prostu ,prawie wszystkie wyrazy ciggu” pamietajac, ze cigg ten musi
by¢ ciggiem nieskonczonym. Mowigc najprosciejzwrot ,prawie wszystkie wyrazy ciggu”
oznacza wszystkie jego wyrazy poza skonczong ich iloscig. Aby dobrze zrozumiec to
sformutowanie przyjrzyjmy si¢ ponizszym przykladom.

Przyktad 1

Rozwazmy ciag, ktory sklada sie ze wszystkich liczb naturalnych: 1,2, 3,4, .... Ciagg taki
mozemy zapisa¢ wzorem

a, =n.

Jezeli usuniemy z tego ciagu kilka jego poczatkowych wyrazéw, np. aq, as, as, to
otrzymamy ciag 4,5,6,7, .... Ten nowo otrzymany ciag sktada si¢ z prawie wszystkich
wyrazow ciagu (a, ), gdyz nie zawiera jedynie trzech jego wyrazow aq, as, a3. Podobnie
jesli wzielibySmy pod uwage ciag

1,2,3,...,100,1000,1001,1002, . . .

Powyzszy ciag zawiera wszystkie wyrazy ciagu (a,,) za wyjatkiem wyrazow
101,102,103, .. .,999. Wyrazoéw tych jest doktadnie 899 a zatem iloS¢ skonczona. Stad
mozemy powiedzie¢, ze rozwazany cigg zawiera prawie wszytskie wyrazy ciggu (a,,),
tzn. wszytskie poza skonczong iloscig (ktora w tym przypadku jest rowna 899).

Spojrzmy na kolejny przyktad
Przyktad 2
Rozwazmy nastepujgcy cigg
2,4,6,8,...

Cigg ten mozemy zapisa¢ wzorem a,, = 2n. Jest to cigg, ktory sklada sie ze wszytskich
liczb naturalnych parzystych. Kazdy wyraz tego ciggu jest tez oczywiscie wyrazem ciggu
a, = n, ktory z kolei sktada sie ze wszystkich liczb naturalnych. Jednak ciag 2,4,6,8, . ..
nie zawiera zadnejliczby nieparzystej, ktore tez sa wyrazamu ciggu a,, = n. Stad wynika,




ze ciagg a, = 2n pomimo tego, ze zawiera nieskonczenie wiele wyrazow ciaggu a,, = n
(tzn. wszystkie liczby naturalne parzyste) nie zawiera prawie wszystkich jego wyrazow,
gdyz nie zawiera liczb nieparzystych, ktorych jest nieskonczenie wiele.

Spostrzezenia z powyzszych przykladow mozemy zapisa¢ w postaci nastepujacej definicij.
Definicja: prawie wszystkie wyrazy ciggu

Niech dany bedzie ciag (a,) oraz pewien zbior A C R. Powiemy, ze do zbioru A naleza
prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,,), jesli istnieje co najwyzej skonczona liczba wyrazow
ciggu (a,), ktore nie nalezg do zbioru A.

Spojrzmy na kolejny przykiad ilustrujacy powyzszg definicje.
Przyktad 3
Rozwazmy cigg

a, =1+ %, n € N.
Wypiszmy kilka kolejnych wyrazow tego ciagu

_ 141
y CL5—1€.

N

1 1
a1 =2, ax=15, a3=13, as=1

Sprawdzimy do ktorych z podanych nizejzbiorow naleza prawie wszystkie wyrazy
danego ciggu.

A=(0,1, B=(1,2), C=(3,%), D=({,2)

Na poczatek zauwazmy, ze dany ciag jest ciagiem malejgcym, gdyz dla dowolnejliczby
n € N, mamy

1 1
an+1=1—|—n—+1<1—i—7:an.

Wynika stad, ze najwiekszym wyrazem tego ciggu jest wyraz a1 = 2. Wnioskujemy stad,
ze an < 2 dlakazdegon € N. Z drugiej strony

1<1++ =an

dla kazdego n € N. Reasumujgc mozemy powiedzie¢, ze wszystkie wyrazy ciagu (ay,)
naleza do przedziatu (1, 2).

« A=(0,1).
Poniewaz przedziat A jest roztgczny z przedziatem (1, 2) wiec nie nalezy do niego
zaden wyraz ciggu (an). W szczegdlnosci zatem nie naleza do niego prawie
wszystkie wyrazy ciggu (an).




« B=(1,2).
Zauwazmy, ze do przedziatu B nie nalezy tylko pierwszy wyraz naszego ciggu, ktory
jest rowny 2. Zatem do przedziatu B naleza prawie wszystkie wyrazy tego ciaggu
(wszystkie poza pierwszym).

- C=(5 D)

Do przedziatu C nie nalezg wyrazy a1 = 2,a2 = 1%, az = 1%. Wyraz as = 1%
nalezy juz do przedziatu C. Poniewaz nasz ciag jest malejacy oraz wszystkie jego
wyrazy sa wieksze od 1 wiec wyrazy as, ag, az, . . . rowniez naleza do przedziatu C.
Oznacza to, ze prawie wszystkie wyrazy ciggu (a, ) nalezg do przedziatu C' (w tym
przypadku wszystkie poza pierwszymi trzema).

« D=(%,2).

Do przedziatlu D nalezg wyrazy a; = 2,ay = 1%,a3 = 1%,a4 = 1%,a5 = 1%.
Poniewaz ag = 1+ + = + ¢ D oraz ciag (a,) jest malejacy wiec kolejne wyrazy
(a7, as, ...) rowniez nie nalezg do przedziatu D. Zatem prawie wszystkie wyrazy
ciggu (ay,) nie nalezg do przedziatu D (gdyz nalezy do niego tylko pie¢ pierwszych
wyrazow).

Prawie wszystkie wyrazy ciggu i otoczenie punktu

W poprzednim temacie omawialiSmy pojecie otoczenia punktu. Okazuje si¢, ze pojecie to

wraz z pojeciem prawie wszystkich wyrazow ciggu prowadzi do bardzo ciekawych

obserwaciji. Spojrzmy na ponizszy przyklad.

Przyktad 4

Rozwazmy cigg
1
anp = Z.

Wezmy dowolne otoczenie liczby 0, tzn. zbior wszystkich liczb rzeczywistych
spetniajacych nierownos¢ |x — 0| < ¢, gdzie € jest dowolng, ustalong dodatnig liczbg
rzeczywista. Zbior ten mozna zapisa¢ w postaci przedziatu (—¢,¢). Zauwazmy, ze

wybierajac dostatecznie duza liczbe naturalng N € N utamek % bedzie mniejszy od

1
N+1

wszystkie wyrazy ciggu a, = - poczawszy od wyrazu ay nalezg do przedziatu (—¢,e).

wybranej dodatniejliczby €. Poniewaz < % dla dowolnejliczby naturalnej NV wiec

Obserwacja ta prowadzi do wniosku, ze dla dowolnejliczby dodatnieje do przedziatu
(—e,¢) naleza prawie wszystkie wyrazy ciagu an, = -+ (tzn. wszytskie za wyjatkiem
wyrazow ap, as, as, . . ., ay—1). llustruje to ponizsza grafika.
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prawie wszystkie wyrazy ciggu Q, = %

™
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Oczywiscie im liczba € bedzie blizej zera, tym liczba naturalna NV bedzie musiata by¢
wieksza aby warunek % < ¢ byt spetniony. Jednak wcigz nierownosc¢ ta bedzie

spetniona dla prawie wszystkich wyrazow ciggu a,, = % (tzn. dla utamkow
11 1
)

N N+1? N429 )

Stownik
otoczenie punktu

otoczeniem punktu zy o promieniu € > 0 nazywamy zbior

U(ZE(),E):{IBGR: |£B—a’,‘0| <€}



Infografika

Polecenie 1

Na ponizszej infografice zilustrowane zostato pojecie prawie wszystkich wyrazéw ciagu na
przyktadzie pewnego ciggu nieskorniczonego. Zapoznaj sie z tg infografikg a nastepnie wykonaj
polecenia zamieszczone ponizej.

Polecenie 2

Do ktérych z podanych przedziatéw nalezg prawie wszystkie wyrazy ciggu przedstawionego
na infografice.

D <_170)

L) {0,1)

O (L)

Polecenie 3

Podaj przyktad ciggu takiego, ze do przedziatu (—1,%) nalezg prawie wszystkie jego wyrazy.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest ciag a,, = (—1)" - n. Czy do przedziatu (0, +00) naleza prawie wszystkie wyrazy
tego ciggu?

() Nie

() Tak

Cwiczenie 2 @)
Uzupetnij tekst przeciagajac w puste miejsca odpowiednie elementy.

Dany jest zbiér A, do ktérego nalezg wszystkie liczby naturalne wieksze od 2000. Rozwazmy

nie naleza ] \ 300 ] \ 299 ] \ naleza ] \ 399 ]

Cwiczenie 3

1

Wskaz przedziat, do ktérego nalezg prawie wszystkie wyrazy ciggu a, = 2 — —.

O 1,2)




Cwiczenie 4

Wskaz ciag, ktérego prawie wszystkie wyrazy naleza do przedziatu (—1,1).

2
O =
O an=2ft

O an:niﬂ

Cwiczenie 5

Dany jest ciag a,, = 2n + 1. Wskaz przedziaty, do ktérych nalezg prawie wszystkie wyrazy
tego ciggu.

) (1,100000)
(] (101, 400)
(] (—o0,100)

(] (—1,4+00)

Cwiczenie 6

Wskaz ciagi, ktorych prawie wszystkie wyrazy naleza do zbioru {n € N : n = 3k, k € N}

(] a,=3n+9
(] ap,=n+2

(] a,=3n+2
(] a,=6n-—18



Cwiczenie 7

Potacz w pary ciagi ze zbiorami, do ktérych nalezg prawie wszystkie wyrazy tych ciggéw.

{n e N:n < -10} a, =n — 200
{n e N:10 <n <30} a, = 2025 — 3n
{n € N:n > 51} a, =20+ (-1)"
Cwiczenie 8 @

Potacz w pary ciagi ze zbiorami, do ktérych nalezg prawie wszystkie wyrazy tych ciggéw.

{neN:n=2k+21,ke N} a, =2n+1

{n € N:n =2k, k € N} a, =4n+1

{n € N:n =4k + 25k € N} a, =n+5

{neN:n=Fk+111,k € N} a, = 4n + 50
Cwiczenie 9 @

Przeciagnij podane ciagi do obszaréw odpowiadajacych zbiorom, do ktérych naleza prawie
wszystkie wyrazy tych ciggow?

{n € N:n =3k + 100,k € N}

a, = 6n -+ 23 ‘an:3n—|—1’

an:3n—1’ an:3n—|—2’

a, = 9n + 16 ‘an:6n+25’

{n € N:n =3k + 200,k € N}

a, = 6n+ 10
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Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to znaczy prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

. . . , . . . , 1 . . ,
1. oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu -, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:

» Dowiesz si¢, co oznacza sformutowanie ,prawie wszystkie wyrazy ciaggu
nieskonczonego”.

o Zaobserwujesz, jaki jest zwigzek otoczenia punktu ze zwrotem ,prawie wszystkie
wyrazy ciggu nieskonczonego’.

» Wskazesz dla danego ciggu nieskonczonego zbiory, do ktorych nalezg prawie wszystkie
jego wyrazy.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



 WebQuest;
o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,,Co to znaczy prawie wszystkie wyrazy ciaggu
nieskonczonego?” oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Prowadzgcy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwiazywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

2. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71i 8, ale nastepnie porownuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

Granica ciggu nieskonczonego
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Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie

mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.
Wskazowki metodyczne:

« Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Infografika” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,,Co to znaczy prawie

wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego?”.



