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Zrédto: Thisisengineering RAEng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Trygonometria to dziat nauki zajmujgcy sie zwigzkami miarowymi pomiedzy bokami
i katami trojkgtow oraz funkcjami trygonometrycznymi.

A skoro mowa o trojkacie i funkcjach, trudno nie nawigza¢ do geometrii. I tym wiasnie
zajmiemy sie¢ w tejlekcji — wykorzystaniem funkcji trygonometrycznych (sinus, cosinus,
tangens) do rozwigzywania zadan z geometrii.

Twoje cele

o Wykorzystasz trygonometrie w opisie zwigzkéw miarowych na plaszczyznie.
» Obliczysz pole wskazanej figury na podstawie zaprezentowanych danych.
e Obliczysz wskazany kat na podstawie podanych danych.

o Podasz wysoko$¢ wskazanego budynku wykorzystujgc zdobyta wiedze.



Przeczytaj

Juz wiesz

Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnejlezgcejnaprzeciw tego kata do dtugosci przeciwprostokgtne;.

Cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnejlezgcej przy kacie do dlugosci przeciwprostokatne;j.

Tangensem kata ostrego w trojkgcie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezgcejnaprzeciw tego kata do dtugosci drugiej przyprostokatne;.

Przyktad 1

Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, w ktorym tangens kata
ABC jest rowny % i |AC| =9, 6. Obliczymy pole kota opisanego na tym trojkacie.

Rozwigzanie
. |AC|
Tangens kata ABC to iloraz B[
.. 96 24
Czyh. W =7,
|BC| = 2,8

7 twierdzenia Pitagorasa: |[BC|* + |AC|?> = |ABJ?

a zatem:

AB| = 1/(2,8) + (9,6)> = v/100 = 10.

Poniewaz AB jest Srednicg kota opisanego na
trojkacie ABC, wigc promien tego kola jest rowny
5, a pole kota wynosi 1 - 5% = 25m.

Przyktad 2

Obliczymy pole i obwdd trapezu rownoramiennego, w ktorym podstawy maja dtugosci 6
i 10, a ramie tworzy z dtuzszg podstawg kat 60°. Ustalimy tez, jaka jest warto$¢ tangensa
kata nachylenia przekatnejtego trapezu do jego dtuzszej podstawy.

Rozwigzanie




Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

D 6 C

Wysokosci C'F' i DE dziela trapez na prostokat i dwa przystajace trojkaty prostokatne,
w ktorych jedna z przyprostokatnych ma diugosc¢ 2, a przylegly do niej kat ostry ma miare
60°.

Wazne!

Mozna tez od razu zauwazy¢, ze po sklejeniu trojkatow ADE i BCF wzdtuz dluzszej
przyprostokatnej otrzymujemy trojkat rownoboczny.

Wobec tego:

L = tg60° = V3,

stad h = 24/3, a takze % = cos60° = %, czyli c = 4.
Pole trapezu jest zatem rowne:

(10 + 6) - 24/3 = 16V/3,

a obwod wynosi 24.

Oznaczmy z kolei przez o kat nachylenia przekatnej AC do podstawy AB.
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A : _ 23 _ V3
W trojkacie prostokgtnym AFC mamy: tga = 5= = =,

Przyktad 3

W tréojkacie ABC dane sg |AB| = 8, |AC| = 61 |<CAB| = 30°. Obliczymy pole tego
trojkata.

Rozwigzanie

Poprowadzmy wysoko$¢ CD z wierzchotka C' na bok AB, jak na rysunku.

C

A

W trojkacie prostokgtnym ADC mamy:
|AC| = 6 oraz |[<<CAD| = |<CAB| = 30°.

Zgodnie z definicjg sinusa:

|CD| R o_ 1
Tac| =sin30° = 3



[CD| = 3|AC| =3

i w konsekwenciji pole tréjkata ABC jest rowne % -8-3 =12.

Twierdzenie: o polu trojkata

Pole trojkata o bokach a oraz b i kacie ostrym a zawartym pomiedzy nimi jest rowne:
P = %ab sin av.

Dowéd

A

Niech w trojkacie ABC kat przy wierzchotku a bedzie ostry i niech |AB| = b oraz
|AC| = c.

Opus¢my na bok AB wysoko$¢ z wierzchotka C.
Wowczas wysokos¢ CD jest rowna:

|CD| = |AC| - sin <BAC = asinc.

Zatem pole trojkata ABC jest rowne:

P = %ab sin .

Przyktad 4

Obliczymy przyblizong warto$¢ pola trojkgta o bokach a = 4, b = 7 oraz kacie a = 17°,
zawartym miedzy tymi bokami, podajagc wynik w zaokragleniu do czesSci setnych.

Rozwigzanie

Mamy:



P=1.4.7 sin17° =14sin17° ~ 4,09.
Przyktad 5

Obliczymy pole rownolegtoboku, w ktorym przekatne o dlugosciach 4 i 10 przecinajg si¢
pod katem 45°.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze przekatne dzielg rownoleglobok na cztery trojkaty o rownych
polach (wynika to stad, ze jedna przekatna dzieli rownolegtobok na dwa trojkaty
przystajace, a druga przekatna dzieli powstate trojkaty wzdtuz srodkowej). W kazdym

z tych czterech trojkatow mozemy wyr6zni¢ dwa boki o dtugosciach odpowiednio 2 i 5,
aw dwoch z nich kat miedzy tymi odcinkami jest rowny 45°.

Stad pole rownolegtoboku jest rowne:
P =4-1.2.5.5in45° =10v2.
Pole rownolegloboku jest rowne 10v/2.

Przyktad 6

Obliczymy diugosci przekatnych réwnolegltoboku ABC D, ktérego kat ostry przy
wierzchotku A ma miare 60°, a boki AD i AB maja dlugosci odpowiednio 61 16.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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W trojkacie prostokatnym ADE:

|DE‘_- o_\/§ |AE|_ o_ 1
‘A—D—Sll’lﬁo = 5 W—COS60 =5
stad:

|DE| = 3V/3, |AE| = 3.
Wobec tego:
|BE| =16 —3 =13i |AF| =16+ 3 = 19.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa w trojkagtach DEB i AFC, mamy:

2
|BD| = \/(3\/5) +13% = /27 1 169 = v/196 = 14,

N2
IAC| = \/(3\/3) +192 = /27 1 361 = /388 = 2./07.

Przekatne tego rownolegtoboku majg dlugosci 14 oraz 2v/97.

Stownik

trojkat rownoboczny

trojkat, ktorego wszystkie boki majg takg sama dtugosc, szczegdlny przypadek trojkata
rownoramiennego

trojkaty przystajace

trojkaty, w ktorych odpowiednie boki sg rowne i odpowiednie katy maja rowne miary



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg animacja, a nastepnie rozwiaz polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D13KNgeBc

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczacej trygonometrii w stuzbie geometrii.

Dla zainteresowanych

Przyklad 4 z animacji ma swoj wazny odpowiednik w astronomii, gdzie podobna metoda
jest uzywana do pomiaru odlegto$ci stosunkowo bliskich gwiazd. R6znym potozeniom
chlopcai dziewczyny odpowiada wowczas rozne potozenie Ziemi w jej obiegu wokot
Stonca. Z tego, ze bliskie gwiazdy wida¢ pod nieco innym katem w zimie, a pod innym
w lecie, mozna juz wywnioskowac, jakie sa ich odlegtosci od Stonca.

Polecenie 2

Oblicz pole trojkata, ktorego dwa boki majg dtugosci 5 cm i 12 cm, a miara kata miedzy nimi

stanowi % sumy miar pozostatych katéw wewnetrznych.

Polecenie 3

Dany jest romb, w ktorym dtuzsza przekatna jest rowna 10, a jeden z katéw ma miare 40°.
Oblicz pole rombu. Wynik podaj w zaokragleniu do jednego miejsca po przecinku.

Polecenie 4

W trapezie rownoramiennym podstawy maja dtugosci 7 i 25, a kat miedzy dtuzszg podstawa
4
?.

a ramieniem ma miare a. Oblicz dtugos$¢ przekatnej tego trapezu, wiedzac, ze tga =


https://zpe.gov.pl/a/D13KNqeBc

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wskaz prawidtowa odpowiedz. Na tréjkacie prostokatnym ABC, o kacie prostym przy
wierzchotku C, opisano koto o polu 25m. Jezeli sin <ABC = 0,8, to:

O [AC| =4
O JAC| =38
O [AC| =6
O JAC| =3
Cwiczenie 2 ®

Oblicz pole dwunastokata foremnego, na ktérym mozna opisa¢ okrag o promieniu 10.
Cwiczenie 3

W trojkacie dwa boki majg dtugosc 5, a tangens kata miedzy nimi jest réwny 2. Wskaz zdania
prawdziwe.

25

(] Sinus tego kata wynosi “=.

E] Cosinus tego kata wynosi 27*/5

(] Pole tréjkata wynosi 2\/5.

(] Pole tréjkata wynosi 5/5.




Cwiczenie 4

Obwdd prostokata, ktorego przekatne dtugosci 16 przecinaja sie pod katem 60°, jest rowny:

O 64

O 4(4\/§+2)
O 16(\/§+ 1)

O 4(2\/§+4)



Cwiczenie 5

Patrzac z punktu A, obserwator widziat komin pod katem 30°. Kiedy zblizyt sie do komina o
50 m, to widziat go pod katem 60°. Jezeli podstawa komina znajduje sie na wysokosci wzroku
obserwatora, to odlegto$¢ od punktu A do podstawy komina jest rowna:

—

85 m

100 m

75 m

o O O O

90 m



Cwiczenie 6

W trapezie prostokatnym ABC'D podstawy AB i C D maja dtugosci odpowiednio 11 i 5,
a prostopadty do nich bok AD ma dtugos¢ 8. Wtedy cosinus kata ostrego przy wierzchotku B
jest réowny:

0,8

0,75

o O O

0,6
O 0,5
Cwiczenie 7 @

Pole tréjkata ostrokatnego ABC jest rowne 6, bok AB ma dtugos¢ 3, a bok AC' - dtugos¢ 10.
Wynika stad, ze miara kata BAC jest:

réwna 30° ’ ‘ wieksza niz 60° ’ ‘ mniejsza niz 30° ’ ‘ réwna 45°

Cwiczenie 8 @

Koto o polu réwnym 31 jest wpisane w romb o boku z, ktérego kat ostry ma miare 60°.
Wéwczas:

O z=3
O z=2
O z=1
O z=4



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski, Witold Sadowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Trygonometria w sluzbie geometrii

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele nauczania - wymagania szczegotowe:

VIIL. Trygonometria

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,
w szczegblnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45° 1 60°;

5) stosuje twierdzenia sinusow i cosinus6w oraz wzor na pole trojkata P = % -a-b-sinvy;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje trygonometrie w opisie zwigzkow miarowych na plaszczyznie,
 oblicza pole wskazanej figury na podstawie zaprezentowanych danych,

» oblicza miare wskazanego kata na podstawie podanych danych,

» wyznacza dtugo$¢ wskazanego odcinka wykorzystujgc zdobyta wiedze.

Strategie nauczania:



konstruktywizm,
konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

odwrocona klasa,

metoda kota i myszy,

technika swiatet drogowych,
technika niedokonczonych zdan.

Formy pracy:

praca w parach,
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z gtoSnikami i stuchawkami / tablety/smartfony z dostepem do Internetu,
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Uczniowie przed lekcjg zapoznajg sie z przyktadami 1 - 6 z sekciji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat oraz wskazuje cel zajec.

2. Wspdlnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel rozmawia z uczniami na temat tresci zawartych w sekciji ,Przeczytaj”. Stara

sie, aby uczniowie sobie na wzajem wyjasnili wszelkie watpliwosci.

2. Nauczyciel wyswietla animacje. Wybrany uczen rozwiazuje Polecenie 3.

3. Uczniowie w parach, metoda kot i mysz, rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji

»Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak najlepiejrozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich
poprawnos¢. Po dwoch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktéra odpada z gry. Aby
gra toczyla sie dalej - role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢
powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢¢ nauczyciel przypomina uczniom cel lekcji i kryteria sukcesu. Pyta

o stopien ich realizacji uzywajgc techniki swiatet drogowych.



2. Nauczyciel moze poprosi¢ rowniez uczniow o podsumowania lekcji w kontekscie
nowych umiejetnosci, ktore nabyli na lekcji, wykorzystujac jeszcze raz na tejlekcji
technike zdan niedokonczonych.

Praca domowa:
Uczniowie rozwigzuja polecenie 2 i 4 z sekcji ,Animacja”.
Materialy pomocnicze:

» Wprowadzenie do trygonometrii
» Sinus dowolnego kata
» Cosinus dowolnego kata

Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacj¢ do pracy przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢
z jej trescia i przygotowujg do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie
rozwigzac zadania. Moze ja rowniez wykorzystac jako uzupetnienie tematu:
»Obliczanie pol i obwodow wielokatow z zastosowaniem funkciji trygonometrycznych”
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