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2 Pole powierzchni ostrostupa prawidtowego
czworokatnego

Ostrostup prawidtowy czworokatny jest jedng z najczeSciej omawianych bryt w szkole.
Okazuje sie, ze jest rowniez najczesciej spotykang bryta w budownictwie. W tym materiale
skupimy si¢ na umiejetnosci obliczania jego pola powierzchni. Przyda nam si¢ to w zyciu
codziennym, kiedy bedziemy musieli obliczy¢ np. ilo§¢ materiatu potrzebnego na pokrycie
dachu lub altany.



Zrédto: Pixabay.com, Wikipedia.com, 1. The Shard, Londyn, Wielka Brytania 2. Budynek radia, Bratystawa, Stowacja 3. Pyramid
Arena, Memphis, USA 4. Luwr, Paryz, Francja, licencja: CC BY 4.0.

Twoje cele

o Wykorzystasz poznany wzor w zadaniach, obliczysz dtugosci odcinkow ostrostupa,
znajac jego pole i odwrotnie.

o Wykorzystasz trygonometrie¢ i optymalizacj¢ w zadaniach.



Przeczytaj

Wz6r na pole powierzchni ostrostupa:

P,=P,+ P,

gdzie:
P, - pole podstawy,
P, - pole powierzchni boczne;j.

Podstawa ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest kwadrat.
— 2
P, = a*.
Sciany boczne sg za$ przystajgcymi trojkgtami rownoramiennymi o wysoko$ci h. Zatem:

P,=4-%5-a-h=2-a-h.

Wz6r na pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego mozemy
wiec zapisaC w postaci:

P.=a’>+2-a-h.
Przyktad 1

Obliczymy pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego czworokatnego
o krawedzi podstawy 6 i krawedzi boczne;j 8.




Rozwiazanie:
Obliczymy najpierw pole podstawy tego ostrostupa: P, = 6> = 36.

Pole powierzchni bocznej obliczymy korzystajac ze wzoru Herona. Wyznaczymy zatem
potowe obwodu trojkata bedacego Sciang boczna: p = w = 11. Stad:

Pb:4\/11-(11—6)-(11—8)-(11—8) —44/11-5-3-3 = 12+/55.
Ostatecznie:

P. = 36 + 12v/55

Przyktad 2

Uzasadnimy, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego,
w ktorym wszystkie krawedzie sa rownej dtugosci, jest v/3 razy wieksze od pola

podstawy.

Rozwigzanie:

Oznaczmy dtugosci krawedzi ostrostupa przez a.

Pole podstawy jest rowne: P, = a’.

Poniewaz $ciany boczne tego ostrostupa sg trojkatami réwnobocznymi o boku dtugosci a,

to pole powierzchni bocznejjest rowne: P, = 4 - “24—*/5 = a2/3.

2 3 . . 7
Zatem: % = aa‘2/3 — /3, co nalezato uzasadnic.
p

Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego,
w ktorym wysokos¢ Sciany bocznej jest rowna 8 a pole powierzchni catkowitej wynosi
336.

Rozwigzanie:

Oznaczmy dtugosci krawedzi ostrostupa przez a (a > 0). Zatem:
336 =a’+2-a-8

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe: a® + 16a — 336 = 0

A =162 —4-1-(—336) = 256 + 1344 = 1600; VA = 40

Zatem: a; = # < 0lubay = # =12.



Krawedz podstawy tego ostrostupa ma dtugos¢ 12.

Przyktad 4

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna ma dtugosc¢ a i tworzy
z wysokoscia kat o mierze 30°. Obliczymy pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy.

Trojkat SOC jest prostokatny o katach 307, 60°, 90°. Z zaleznoSci pomiedzy bokami tego
trojkata mamy:

00| = }a

1SO| = LaV/3

Przekatna podstawy ma wiec dlugos¢:
|AC| =2- %a =a

Obliczymy wiec dtugos¢ boku kwadratu:
a=|BC| V2

_ _a _ aV2

Policzymy wiec pole podstawy ostrostupa:


javascript:void(0);

2
— [ av2 — 1.2
Pp—(z)_2a

Zajmijmy si¢ teraz polem powierzchni bocznej. Narysujmy jedng Sciane boczng. Jej
wysoko$¢ oznaczmy jako h.

2
=14,

16
_ J1.9_ a7 _ /1
h—\/§a2—2\/§— 4

Zatem pole powierzchni bocznej wynosi:

_ av2  aV14 _ a?V/28 _ a7
Pb—2'2'4— 4~ 2

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi:
P=la?+ <Y1 — §a2(1 - ﬁ)
Przyktad 5

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o polu powierzchni bocznej P Sciana boczna
nachylona jest do ptaszczyzny podstawy pod katem «, takim, ze tga = %. Obliczymy
pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenie:
H - wysokos¢ ostrostupa,


javascript:void(0);

h — wysoko$¢ $ciany boczne;j,
a - dtugosc¢ krawedzi podstawy.

B

Trojkat SOFE jest prostokatny oraz tg a = %, zatem:

H _ 4
ta T3
3H = 2a
H:%a

Z tresci zadania wiemy, ze P, = P, czyli
2ah = P

_ P
h= e

Zatem z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata SOE mamy:

4 2 1.2 _ P?
9a” + za 12
25 2 p?
36 4q?
100 a4 — P2

36



Zatem pole podstawy tego ostrostupa wynosi:

4 5 — 25 T 5

p — <\/15P)2 __ 15P __ 3P
Zatem pole powierzchni catkowitej bryly jest rowne:
P.=P+ 3 —16P.

Przyktad 6

Krawedz boczna b ostrostupa prawidtowego czworokatnego tworzy z ptaszczyzng
podstawy kat a.. Obliczymy pole powierzchni bocznej ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia:
H - wysokos¢ ostrostupa,

h — wysoko$¢ $ciany boczne;j,

a - dtugosc¢ krawedzi podstawy.

B

Trojkat SOC jest prostokatny. |OC| = ‘“2/5.

Z funkciji trygonometrycznych mamy wiec:



“2‘42 = COS o oraz % = sin

2 .
a2 =b.-cosaoraz H =b-sina

a=bV2-cosa

Aby obliczy¢ pole powierzchni bocznej ostrostupa, potrzebujemy wysokosci Sciany
bocznej h.

Trojkat SOF jest prostokatny, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:

H? + (1)’ = B2

h? = b? - sin® a + (@)2

h? = b? - sin®a + %b2 - cos’ a

h? = $b%(2sin® o + cos® a)

Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze
cos’a =1 —sin’a

Zatem:

h? = 1p? (2 sin? a + 1 — sin® a)

| =

h? = 1p? (sin2 a+ 1)

N

h = \/%62(sin2a + 1)

-2 1
h — b / sin 2a+
Pole powierzchni bocznej ostrostupa wynosi wigc:
Py =2ah=2-bv/2-cosa - by/ SHPTaH = 2b? - cos v/ sin? a + 1.
Przyktad 7

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wysokos¢ jest rowna 12, a kgt miedzy
sasiednimi $cianami bocznymi ma miare 120°. Obliczymy pole powierzchni catkowite;j
ostrostupa.

Rozwigzanie:


javascript:void(0);

Wykonajmy rysunek pomocniczy. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia:
a - dlugosc¢ krawedzi podstawy,
x — dtugosci ramion trojkata AEC, czyli wysokosci $cian bocznych.

Trojkat EOC jest prostokatny o katach 30°,60°, 90°. Z zalezno$ci pomiedzy bokami tego
trojkata mamy:

|EO| = 3=
a2§ — %w\/g
av2 = /3
a6

3

€r =



Zaznaczmy wysoko$¢ $ciany bocznejna naszym rysunku. Oznaczmy ja jako h, a dlugos¢
krawedzi bocznej jako b.

B

Trojkat SOF jest prostokatny, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:
122 + (4a)® = B

144 + +a* = B®

h = \/ 144 4+ 1a2

Obliczmy pole Sciany bocznejna dwa sposoby:

%ahz%mb
ay/144 + Lg2 = a6 . p
b=/144 + 1a? - 5= =3,/24 + 570’

Trojkat SOC jest prostokatny, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:
2

12° + (“7*5) = b?

144+ a2 =9 (24 + 4 a?)

144 + a2 = 216 + oy a?



Wysoko$¢ Sciany bocznejma zatem dlugosc:

h= \/144+ T-24> = V288 = 12v/2

Obliczmy pole powierzchni catkowite;j:

P =247 4 2.24-12v3 = 576 + 576v/2 = 576 - (1+ v2).
Przyktad 8

Pole $ciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowne S. Kat plaski
przy wierzchotku ostrostupa ma miare¢ 2a. Obliczymy pole powierzchni catkowite;j
ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenie:
H - wysokos¢ ostrostupa,

h - wysoko$¢ Sciany bocznej,

a - dtugo$c¢ krawedzi podstawy.

B

Wysokos¢ Sciany bocznej podzielita kgt ptaski na dwie rowne czesSci. Narysujmy te
Scianeg:


javascript:void(0);

Trojkat SED jest prostokatny, wiec z funkcji tangens mamy:

;‘lml@

=tga

a=2h- tg

Ponadto, wiemy z tresci zadania, ze pole tego tréjkata wynosi S, co oznacza, ze
%ah =S

L. oh.-tga-h=29

a:2-\/tgia-tga:2\/5-tga
Zatem pole podstawy ostrostupa wynosi:

Pole powierzchni bocznej ostrostupa wynosi: P, = 45

Zatem: P, = 4S5 - tga + 45 = 45(1 + tg o).

Stownik
ostrostup prawidtowy

ostrostup prosty, w ktorym podstawa jest wielokatem foremnym

pole ostrostupa




pole powierzchni catkowitej wszystkich Scian ostrostupa



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Ogladajac galerie zdje¢ interaktywnych, sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzac

zamieszczone tam zadanie, a w kolejnym kroku poréwnac rozwiazania.

Polecenie 2

Oblicz najwieksze mozliwe pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego

czworokatnego o krawedzi bocznej, ktérej dtugos¢ wynosi 10.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o wszystkich krawedziach tej samej dtugosci
stosunek pola powierzchni bocznej do pola podstawy ostrostupa wynosi

O 1
O V2

O V3

Cwiczenie 2 ®

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego czworokatnego sa tréjkatami réwnobocznymi o polu
S. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

45(\/§+3)

) Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi 3

[ ] Krawedzie ostrostupa sa tej samej dtugosci.

[ ] Wysoko$¢ ostrostupa ma dtugosé 4 / 3—%

45

) Dtugos¢ krawedzi podstawy wynosi Nk




Cwiczenie 3 @

Rozwazmy wszystkie ostrostupy prawidtowe czworokatne, w ktérych suma promienia okregu
wpisanego w podstawe ostrostupa i wysokosci tego ostrostupa jest réwna 12.
Uzupetnij zdania, przeciggajac prawidtowg odpowiedZ w puste miejsca.

Promien okregu wpisanego w podstawe tego z ostrostupéw, ktéry ma najwiekszg objetos¢ ma

____________________

‘256+128\/5"64+32\/3H1—6,m

Cwiczenie 4

Dtugos$¢ krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego ABC DS jest réwna b.

KrawedzZ boczna tworzy z wysokoscia kat o, taki, ze sina = %
Potacz wielkosci z ich wartosciami.
sinus kata nachylenia krawedzi bocznej 310
do krawedzi podstawy 10
pole powierzchni catkowitej ostrostupa %
pole powierzchni bocznej ostrostupa %b2
wysokos$¢ ostrostupa %b2



Cwiczenie 5

Kat pomiedzy wysokos$ciami przeciwlegtych $cian bocznych ostrostupa prawidtowego
czworokatnego wynosi 120°. Znajac pole podstawy tego ostrostupa (w zaleznosci od
parametru S) potacz pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego

z odpowiadajgcg mu dtugoscia krawedzi bocznej x.

P, =165 z = 25Y21
Pp:SQ x:S\éﬁ
F=s o= I

Cwiczenie 6

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi P, a pole powierzchni
bocznej 3P. Objetos¢ ostrostupa wynosi:

/P
O P2P

O P

Py/2P
O
Cwiczenie 7 @

Odlegtosc¢ spodka wysokosci ostrostupa prawidtowego czworokatnego od jego krawedzi
bocznej jest rowna d, a krawedz boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat . Wyznacz pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Cwiczenie 8 @

Oblicz pole powierzchni ostrostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy
dtugosci a i krawedzi bocznej dtugosci k.



Dla nauczyciela

Autor: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole powierzchni ostrostupa prawidlowego czworokatnego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wzor na pole powierzchni ostrostupa prawidtowego czworokatnego
w zadaniach, oblicza dtugosci odcinkow ostrostupa znajac jego pole i odwrotnie;

 oblicza pole ostrostupa prawidtowego czworokatnego, znajac wartosci funkcji
trygonometrycznych odpowiednich katow w ostrostupie.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja,
 liga zadaniowa,
 technika Swiatet drogowych.



Formy pracy:

o pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej w pracowni komputerowej; lekcje te mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie przypominajg wiasnosci ostrostupa prawidtowego czworokatnego.
2. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie, jak policzy¢ pole takiego ostrostupa.
3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie analizujg rozwigzania
Przyktadu 1, Przyktadu 2 i Przyktadu 3. Nauczyciel omawia ewentualne problemy
uczniow.

2. Nauczyciel wySwietla Galerie zdje¢ interaktywnych i omawia rozwigzane zadanie.

3. Uczniowie rozwigzujg Polecenie 2, omawiaja wyniki na forum klasy.

4. Uczniowie w grupach rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne na czas (od ¢wiczenia
tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora rozwigze poprawnie ¢wiczenia jako
pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy, watpliwos$ci omawiane.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel przypomina uczniom cel lekcji i kryteria sukcesu. Pyta o stopien ich
realizacji, uzywajac techniki $wiatet drogowych.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te przyktady i ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane podczas lekcji.

Materialy pomocnicze:
Pole powierzchni ostrostupa

Wskazowki metodyczne:


file:///a/Ds7kCjDZH

Przyklad przedstawiony w galerii zdje¢ interaktywnych mozna uzy¢ do zadania o objetosci
ostrostupa prawidtowego czworokgtnego.



