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Wyznaczanie pochodnych funkcji bezposrednio z definicji bardzo czesto jest wymagajace
i czasochtonne. Z pomocg przychodzg wzory pochodnych funkcji elementarnych oraz
arytmetyczne wilasnosci pojecia pochodnej. W tym materiale stosowac bedziesz znane juz
wlasnosci pochodnej funkcji w praktyce, a zrealizowane zadania jeszcze bardziej przybliza
Cie do mistrzostwa w wyznaczaniu pochodnych przyktadowych funkcii.

Twoje cele

» Zestawisz wlasnosci arytmetyczne pochodnej celem zastosowania ich w praktyce.
e Wyznaczysz pochodne wybranych funkcji, w szczegolno$ci zastosujesz wzory
wyrazajgce pochodna iloczynu funkcji oraz ilorazu funkcji.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnijmy wzory pochodnych wybranych funkcji elementarnych. Znasz juz
pochodng funkciji statej oraz pochodng funkcji potegowej o dowolnym wyktadniku
rzeczywistym. Ponadprogramowo przedstawimy jeszcze wzory pochodnych wybranych funkcji
trygonometrycznych oraz pochodng logarytmu naturalnego. Wzory wyrazajace pochodne
wymienionych wyzej funkcji prezentujemy w tabeli.

Wzér funkcjiy = f(z) Pochodna funkcjiy = f'(z) Uwagi
f(z) =a f(x)=0 acR
f(z) =z° fi(z)=a- -z*! reR aeR
f(z) =Inz fz)=2= z >0
f(z) =sinz f(x) =cosz zeR
f(z) = cosz f(z) =— sinz zeR

Korzysta¢ takze bedziemy z wlasnosci arytmetycznych pochodnej, ktére przypominamy
w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie: Wtasnosci arytmetyczne pochodnej

Jesli funkcje f,g: A — R, gdzie A C R, sa rozniczkowalne w zbiorze A, to istniejg rowniez
pochodne sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu tych funkcji oraz

« (f+9) =f+d,

c (f-9'=f-4.
(f-9' =1 -9+f9,

(k- f) = k- f, gdzie k € R,

/ /._ ./
(5) = fgg#,przyczymg # 0.

Wykorzystujac wymienione wyzej wiasnosci oraz pochodne wybranych funkcji elementarnych,
w szeregu przykladow wyznaczymy pochodne wybranych funkcii.

Przyktad 1
Wyznaczymy pochodna funkcji h(z) = 2sinz + 3Vz2 dlaz € R.
Rozwigzanie

Korzystajac z wczesniejszego twierdzenia, wyznaczymy pochodng sumy funkcj:
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K (z) = <2sina:+ ) (sinz) + 3- (m%)l =

_ 2, 1
=2cosx+3-5x s 205:6—1—7

Przyktad 2

Wyznaczymy pochodng funkcji h(z) = 5lnz — 7cosz dlaz > 0.

Rozwigzanie

Skorzystamy z wzoru na pochodng roznicy funkcji. Wowczas

W (z) = (5lnz — 7cosz) =5-(Inz) — 7+ (cosz) ==5-1 —7.(—sinz) = 2 + Tsinz.
Przyktad 3

Wyznaczymy pochodna funkcji h(z) = 15Inz - V28 dlaz > 0.

Rozwigzanie

Korzystajac z wzoru wyrazajgcego pochodna iloczynu funkciji, otrzymamy:

K (z) = (151nx : W)l — (15lnz) - Va8 + 15Inz - <\5/E)I =

/
—15-(lnz) - \/_—{—151n:c( ):
= L. V28 +15Inzx- L2 5 = 1523 +24Inzx - 5 == /13 15+ 241nzx).
T 5

Przyktad 4
Wyznaczymy pochodng funkcji h(z) = 2822 dlaz # 0.
Rozwigzanie

Stosujgc wzor na pochodng ilorazu funkcji, dostaniemy

. I8 . 8 !

! __ (3sinz sinz \/ __ (sinz) -z®—sinz-(2®)
W(x) = (28 ) =3 (#8z ) =3 Tk =
— 3. cosz-z®—sinz-8z7 _ 3z (zrcosz—8sinz) _ 3(xcosz—8sinz)
- 216 - 216 — 29 .

Przyktad 5

Wyznaczymy pochodng funkcji h(z) = % dlaz > 0.

Rozwigzanie

Wykorzystujac powyzsze wlasnosci pojecia pochodnej, otrzymamy
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W(z) = <4af:5+5cosm )' _ (42745 cosa) Y5 (da+5cosa)- (V2)'

Va (¥2)*
. s L 3 17 _ 17, 3
. (202*—5sinz) {/z— (4’ +5cosx) -+ T _ 20zT —5y/xsinz—zT —2z Tcosx

1\2 - 1 -
) =
2Oé/ﬁf5é/zsinm7é/ﬁ*% 443 (20\/4 2 "—5Yzsinz—V a:”) —5cosx 4{1/;<19V4 11775{1/5sina:> —5cosz
e o 4325 o 43/ 25 ’

Stownik
funkcja rézniczkowalna
funkcja posiadajgca pochodng w dowolnym punkcie swojej dziedziny
suma funkcji f + g
funkcja f +g: A — R, A C R, zdefiniowana jako

(f +9)(z) = f(z) + 9(=)
dla wszystkichz € A
réznica funkcji f — g
funkcja f —g: A — R, A C R, zdefiniowana jako

(f —9)(z) = f(z) — g()
dla wszystkich z € A
iloczyn funkgcji f - g
funkcja f-g: A — R, A C R, zdefiniowana jako

(f-9)(z) = f(z) - 9(z)

dla wszystkich z € A

f

iloraz funkcji r

funkcja % : A — R, A C R, zdefiniowana jako

dla wszystkichx € A
pochodna sumy funkcji f + g

pochodna postaci

(f+9) =f+4d



pochodna réznicy funkcji f — g
pochodna postaci
(f-9)=f -4
pochodna iloczynu funkgcji f - g
pochodna postaci

(f-9)=Ff-9+f4d

f

pochodna ilorazu funkcji 7

pochodna postaci

(i)' _ flo—f9g
g 92 )
przyczymg # 0

logarytm naturalny

logarytm, ktorego podstawa jest liczba e. Wartosc¢ tejliczby mozna okresli¢ w przyblizeniu:
e ~ 2,718281828... Jest ona granicg ciggu lim (1+L)"
n—,o0



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Wykorzystujac poznane pochodne funkcji oraz wtasnosci arytmetyczne pochodnej, sprawdz
sie w ponizszej grze.

Polecenie 2

Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:

e f(z) =8Vab - 22

o glzx) =4 -2 x +£2.

r—

Polecenie 3
Wiedzac, iz (In a:)' = % oraz (sin :z:)' = cos x, wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:

e f(x) =28 -Inz,z > 0;

e g(z) = E,x #kn, (ke

sinz’



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkcji f(z) = \/5 223, ¢ > 0, jest rowna:

O f(z) =8V
O f(z) =6Vad+2Vab
O f(z) =6Va® + Vb

O flz)=7Va2b
Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkcji f(a:) = %, x # 0, jest rowna:
xr

O f,(w) - _711/6?

O Plz) = -1Vl

O fl@)=-735

Cwiczenie 3

Wyznacz pochodna funkcji f(z) = %, x # 0.
T



Cwiczenie 4

Pamietajac, zedlaz > 0: (ln a:)’ = % zaznacz prawidtowa odpowiedz. Pochodna funkcji
f(z) = 2’ - In z jest réwna:

O f(z) =5zInz
O f(z)=2*5Inz+1)

O f(z)=5zInz

Cwiczenie 5

Zaznacz poprawne odpowiedzi.

O (8) = =5
(

O
(] (zcosz) = —sinz
O

(27 -sinz)’ = 2%(7sinz + z cos z)



Cwiczenie 6

Potacz w pary ponizsze funkcje oraz odpowiadajgce im pochodne:

fl@) =2z flz) = W2
f(z) =32° -2y f(x) = 35z*
f@) =& f)=—
f(@) = a® - Ta? fla) = HE
f(z) = % f@)=—

fle) = 2= f(z) = 39vz1

Cwiczenie 7

Wykorzystujac pochodne funkcji elementarnych oraz poznane wtasnosci arytmetyczne
pojecia pochodnej, zaznacz poprawne komoérki w ponizszej tabeli.

Funkcja f(x) Pochodna f’(x) Pochodna f’(z)
1
zlnz Inz+1 O = O
z0 - sinx z9(6sinz + zcosz) () 3zllsin2z ()
4::;);9: 74(2:c;i\1>%+cos:c) O —8\/5sina: O
Va? Vz(3Inz—2) 3Va?
In z 2In’ z O 2 O

3
COS & 1 sin x
sin x ) O _—:—tg.’,ﬁ O
sin” x

cosxT



Cwiczenie 8 ®

Pamietajac, ze (ln zr:)’ = % x > 0, potacz w pary ponizsze funkcje oraz odpowiadajace im
pochodne:
f(z) = 11;2@ Fi(x) = 52v/20 + 1Y 20¢/23 — ¢
fle) = 5728 Pla) = 1=
f(a) = 322 @) = st
f(@) =+ P(e) = Gy

flz) = (2\4/5 — ﬁ) (8932 4+ ¢g) Fz) = 622—222—26

($2+4Z‘73)2



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kruszelnicka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ pochodng funkc;ji?

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« klasyfikuje wlasnosci arytmetyczne pojecia pochodnej

 stosuje poznane wiadomosci do wyznaczania pochodnych funkcji, w szczegodlnosci
pochodnych iloczynu funkcii i ilorazu funkcii

 stosuje ponadprogramowe informacje, takie jak wzor na pochodng logarytmu
naturalnego czy wzor na pochodne wybranych funkcji trygonometrycznych, celem
wyznaczania pochodnych funkcji

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

odwrocona lekcja
papierowa wstega
sztafeta zadaniowa

Formy pracy:

praca indywidualna

pracaw parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

e-podrecznik

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

dtugie papierowe paski

kolorowe kartki A4, dtugopisy

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu zapoznajq si¢ z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj”

2. Pracujac w parach, metoda papierowej wstegi, uczniowie powtarzaja wiadomosci na

temat pojecia pochodnej funkciji (na przygotowanym uprzednio przez nauczyciela
papierowym pasku na przemian zapisujg poznane juz wlasnosci pojecia pochodne;j,
w szczegolnosci wlasno$ci arytmetyczne pochodnej oraz wzory pochodnych
wybranych funkcji elementarnych, ktore zamieszczono w sekciji ,Przeczytaj’).

. Po skonczonej pracy uczniowie wymienig sie¢ wstegami z sgsiadami z innej tawki.

Odczytujg zapisane na wstedze sgsiadow wiadomosci, ewentualnie dopisuja to, czego
tam nie ma i wstege podaja dalej. W ten sposob wszystkie pary uczniéw przypomng
sobie pozadane wiadomosci.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel rozpoczyna od rekapitulacji wiadomos$ci zawartych w sekcji ,,Przeczytaj”

Razem z uczniami omawia przyklady zawarte we wspomnianej sekciji.

2. Wybrane zadania z sekcji ,,Sprawdz sie” rozwigzywane sg metoda sztafety zadaniowe;.

Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Uprzednio przygotowane zadania dla grup
nauczyciel przykleja na tablicy (kazdej grupie przyporzadkowana jest kartka w innym



kolorze). Jeden uczen z kazdej grupy podchodzi do tablicy i odrywa pierwsze zadanie.
Uczniowie w grupach wspolnie pracujg nad zadaniem, rozwigzanie zapisuja na kartce.
Kolejna osoba z kazdej grupy przyczepia kartke z rozwigzaniem na tablicy i pobiera
kolejne zadanie. Nauczyciel systematycznie sprawdza kolejne przyczepione do tablicy
rozwigzania zadan. Blednie rozwigzane zadania wracaja do poprawy do uczniow.

3. Po zakonczonej sztafecie uczniowie omawiajg swoje rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy grup dzielg si¢ informacjami na temat pracy swojej grupy, prezentuja pomysty,
przedstawiaja watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par. Wyjasnia watpliwosci.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu pozostate zadania z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz graja w gre
edukacyjng. Ponadto grupy, ktore podczas lekcji nie rozwigzaty poprawnie ktoregos

z ¢wiczen sekcji ,Sprawdz sie”, majg za zadanie utozenie 2 zadan podobnego typu

i zapisanie ich rozwigzan.

Materialy pomocnicze:
» Drzialania na pochodnych
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ gre edukacyjng do utrwalenia wiadomosci z lekcji w ramach
pracy domowe].


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?query=Dzia%C5%82ania+na+pochodnych&order=best&lang=all&cc=4306

