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Algorytmy o ztozonosci logarytmicznej

i liniowo-logarytmicznej

Zrédto: Brian Kostiuk, domena publiczna.

Algorytmy o ztozonosci logarytmicznej i liniowo-logarytmicznej s bardzo czesto
wynikiem optymalizacji czasowej programow o ztozonosci liniowejbadz kwadratowe;j.
Charakteryzuja si¢ one rozbijaniem gléwnego problemu na mniejsze i tym samym latwiejsze
do rozwigzania podproblemy.

Przedstawione podejScie pozwala na znaczne zmniejszenie liczby wykonywanych operacii.
W rezultacie programy, w ktorych zaimplementowano takie algorytmy, moga dziata¢ na
duzych zestawach danych wejsciowych.

Wiecejinformacji o ztozonosci obliczeniowej znajdziesz w e-materiatach:

o Zlozono$c¢ obliczeniowa algorytmow,

e Algorytmy o zlozonosci kwadratowe;j,

e Algorytmy o zlozonosci wyktadnicze;j,

o Jak porownywac ztozonos¢ obliczeniowg?
Twoje cele

o Scharakteryzujesz algorytmy o logarytmiczneji liniowo-logarytmicznej ztozonoSci
CZasowej.

o Przeanalizujesz przyktady algorytmow o logarytmiczneji liniowo-logarytmiczne;j
ztozonoSci czasowe;j.
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o Porownasz czas dzialania programow bazujacych na algorytmach o ztozonosci
logarytmiczneji liniowo-logarytmicznej oraz programow, w ktorych
zaimplementowano algorytmy o ztozonoS$ciach liniowych i kwadratowych.



Przeczytaj

Zgadywanie wylosowanej liczby

Zacznijmy od pewnejzagadki. Wyobraz sobie, ze grasz w gre komputerowq i twoim
zadaniem jest odgadnig¢cie, jaka liczbe naturalng z zakresu od 1 do 1000 wylosowat
komputer. Masz nieograniczong liczbe prob i za kazdym razem otrzymujesz informacije
zwrotna o tym, czy wybrana przez ciebie liczba jest mniejsza, czy tez wigksza od
wylosowane;.

Rozwiazanie naiwne o liniowej ztozonosci czasowej

Jezeli mamy nieograniczonag liczbe prob, to pierwszym rozwigzaniem, ktore przychodzi do
glowy, jest podawanie po kolei kazdejliczby z zakresu od 1 do 1000. Jednak wymagatoby to
od nas duzego zapasu cierpliwosci; w najgorszym przypadku musielibySmy podac¢ kolejno az
tysigc liczb. Zastanowmy sie zatem, jak moglibySmy ulepszy¢ nasze rozwigzanie. Moze warto
skorzysta¢ z otrzymywanej informacji zwrotne;j?

Rozwigzanie o logarytmicznej ztozonosci czasowej

Jezeli interesuje nas przedziat od 1 do 1000, to mozemy podac liczbe znajdujaca si¢ w jego
srodku, czyli 500. Zal6zmy, ze nie trafiliSmy i otrzymalismy informacje zwrotna, zgodnie

z ktorg poszukiwana liczba jest mniejsza od podanej. Wiemy wtedy, ze znajduje si¢ ona
gdzie$ w przedziale (1,499). W tak prosty sposéb zmniejszyliSmy przeszukiwany obszar

o potowe! Mozemy za kazdym razem podawac liczbe ze srodka interesujacego nas
przedziatu i dzieki informacji zwrotnej zmniejsza¢ go, az w koncu trafimy na poszukiwang
liczbe.

Polecenie 1

Zapisz w postaci listy krokdw opisany algorytm, przy zatozeniu, ze komputer wylosowat liczbe
265.

Lista krokow:

Polecenie 2

Porownaj swoje rozwigzanie z prezentacja.



Zakres poszukiwan: (1, 1000).

Podajemy wartos$¢ 500 i otrzymujemy
informacje, ze poszukiwana liczba jest od niej
mniejsza.

Zakres poszukiwan: (1, 499).

Podajemy warto$¢ 250 i otrzymujemy
informacje, ze poszukiwana liczba jest od niegj
wieksza.

Zakres poszukiwan: (251, 499).

Podajemy wartos$¢ 375 i otrzymujemy
informacje, ze poszukiwana liczba jest od nigj
mniejsza.

° Zakres poszukiwan: (251, 374).

Podajemy wartos¢ 312 i otrzymujemy
informacje, ze poszukiwana liczba jest od niej
mniejsza.

Zakres poszukiwan: (51, 311).

Podajemy wartos¢ 281 i otrzymujemy
informacje, ze poszukiwana liczba jest od niej
mniejsza.




Zakres poszukiwan: (251, 280).

Podajemy wartos¢ 265 i otrzymujemy
informacje, ze odgadlismy poszukiwana liczbe.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Opisany wyzej algorytm to tzw. wyszukiwanie binarne. Dzigki niemu znalezliSmy
wylosowana liczbe juz po 6 probach. Wykorzystujac informacje zwrotng przekazywana
przez program, byliSmy w stanie sprowadzi¢ oryginalny problem do mniejszych

i latwiejszych do rozwigzania podprobleméw. Technika ta nosi nazwe ,dziel i zwyciezaj”;
zajmiemy si¢ nig doktadniej w kolejnych e-materiatach. Teraz udowodnimy, ze takie
podejscie ma logarytmiczng ztozonos¢ czasowa.

Przejdzmy zatem do nieco bardziej ogolnego przypadku. Przeszukujemy zbior n liczb
naturalnych i po kazdej probie zmniejszamy jego rozmiar o potowe. Zatem w ¢-tym kroku
bedziemy mieli do czynienia ze zbiorem o wielkoSci 5. W najgorszym mozliwym
przypadku powtorzymy te sama procedure k razy, az dojdziemy do zbioru
jednoelementowego. Policzmy zatem, ile wynosi k.

|| =1=>2"~n= k=~ |log,n|

W najbardziej pesymistycznym przypadku wykonanych zostanie log, n iteracji. Algorytm ma
zatem logarytmiczng ztozonos$¢ czasowa.

Sortowanie z wykorzystaniem techniki , dziel i zwyciezaj”

Podczas omawiania ztozonoS$ci kwadratowej spotkaliSmy si¢ z problemem sortowania n
liczb. Okazuje sie, ze do jego rozwigzania rowniez mozemy wykorzysta¢ metode ,,dziel
i zwyciezaj”. Uzyskamy dzieki temu algorytm rekurencyjny o ztozono$ci czasowej
O(nlog, n), nazywany sortowaniem przez scalanie (ang. merge sort).

W przypadku opisywanego algorytmu cigg wejsciowy dzieli si¢ na dwa mniejsze ciaggi
o podobnejliczbie elementow, sortuje je niezaleznie od siebie, a nastgepnie scala si¢ je
z powrotem. Rozbija si¢ w ten sposob glowny problem na mniejsze podproblemy, ktore
traktuje sie tak samo.
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Sortowaniu przez scalanie poSwiecimy osobny e-materiat, wiec nie bedziemy na razie
zaglebiac sie w szczegobly tego mechanizmu porzgdkowania zbioréw. Wspominamy o nim
teraz, poniewaz jest on dobrym przykladem algorytmu o liniowo-logarytmicznej ztozonosci
czasowej. Wynika to z faktu, ze operacja scalania jest liniowa i bedziemy ja wykonywac

log, n razy.

Przyblizony czas realizacji algorytmoéw o ztozonosci
logarytmicznej i liniowo-logarytmicznej

Porownajmy czas wykonywania operacji sktadajgcych si¢ na algorytmy o logarytmiczne;
i liniowo-logarytmicznej ztozonosci czasowej z czasem realizacji algorytmow
o ztozonoS$ciach poznanych poprzednio:

o Czas o o
L, Czas relizacji L. Czas realizacji Czas realizacji
Ilos¢ danych realizacji
wejéciowych algorytmu algorytmu algorytmu algorytmu
O(logyn) O(n) O(nlogyn) O(n?)
102 10~? sekundy 10~ " sekundy = 1077 sekundy 10~° sekundy
10* 108 sekundy 105 sekundy = 10~ * sekundy 0, 1 sekundy
1000 sekund
106 1078 sek 1073 sek 102 sek
0 0~° sekundy 072 sekundy 0~ “ sekundy ~ 17 minut
107 sekund
108 108 sekundy 0, 1 sekundy 2 sekundy seiean

~ 115 dni
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Czas

L, Czas relizacji L. Czas realizacji Czas realizacji
Ilos¢ danych realizacji
T algorytmu i algorytmu algorytmu
O(logy n) O(n) O(nlogyn) O(n?)
330 sekund ~ 5 10! sekund
10%° 10~% sek 10 sek
0 0" sekundy 0 sekund minut ~ 3168 lat
1000 sekund = 40000 sekund 10*° sekund
1012 1078 sekund
sektndy ~ 17 minut ~ 11 godzin ~ 31,6 min lat

Z przedstawionego zestawienia wynika, ze algorytmy o ztozonoSci logarytmicznej sa
wykonywane niezwykle szybko nawet dla duzych iloSci danych wejSciowych. Natomiast
algorytmy o ztozonosci liniowo-logarytmicznej sg realizowane o wiele szybciej od
algorytmow o ztozonosciach kwadratowych (ale zarazem wolniej od algorytmow liniowych).

Podsumowujac, algorytmy logarytmiczne i liniowo-logarytmiczne charakteryzujg si¢
rozbijaniem gléwnego problemu na mniejsze podproblemy. Jest to dobra metoda
optymalizacji czasowej, o ktorejwarto pamieta¢ w trakcie pisania wilasnych programow.
Ciekawostka

Istnieje ztozono$¢ czasowa O(log™ n), potocznie nazywana ,logarytmem z gwiazdkg”. Pod
tym pojeciem kryje sie¢ odwrotna funkcja Ackermanna, ktora ro$nie niewyobrazalnie

powoli. Bardzo czesto traktuje sie log” n jako statg o warto$ci réownej 5.

Stownik
metoda ,dziel i zwyciezaj”

metoda, ktora pozwala na podzial problemu na mniejsze, latwiejsze do rozwigzania
podproblemy; po catkowitym rozbiciu problemu oraz rozwigzaniu podproblemow,

laczymy je z powrotem w calo$¢ i rozwigzujemy caty dany nam problem
rekurencja

technika programowania polegajaca na odwotywaniu sie procedur lub funkcji do samych
siebie, az do momentu spetnienia warunku podstawowego
sortowanie przez scalanie

jeden z algorytmow sortowania bazujacy na metodzie ,dziel i zwyciezaj”. Algorytm
mozemy podzieli¢ na dwa glowne etapy:

» podzielenie nieposortowanejlisty na n list podrzednych, z ktérych kazda zawiera
jeden element;

 laczenie kolejnych podlist, aby utworzy¢ nowe posortowane podlisty, az pozostanie
tylko jedna lista




wyszukiwanie binarne

metoda odnajdowania elementoéw w uporzagdkowanych zbiorach; polega ona na
wielokrotnym dzieleniu przeszukiwanego zbioru na dwie rowne czesSci i poroOwnywaniu
wartosci szukanej z elementem znajdujagcym sie¢ w srodku dzielonego obszaru

ztozonos¢ czasowa

czas niezbedny do rozwigzania okreslonego problemu, podawany zazwyczajw liczbach
operacji dominujacych (zalezy ona od ilosci danych wejSciowych)



Aplet




Polecenie 1

Wyszukiwanie binarne to algorytm stuzacy do znajdowania pozycji elementu w posortowanej
tablicy. Zamiast klasycznego sprawdzania kolejnych elementéw tablicy, stosowana jest
metoda ,dziel i zwyciezaj". Procedure mozna opisac jako liste nastepujacych czynnosci:

1. Sprawdz element znajdujacy sie w srodku zbioru.
2. Jesli sprawdzany element jest rowny elementowi wyszukiwanemu, zwrdc jego pozycje.

3. Jesli sprawdzany element jest wiekszy od szukanego, przeprowadz wyszukiwanie binarne
w pierwszej potowie tablicy.

4. Jesli sprawdzany element jest mniejszy od szukanego, przeprowadz wyszukiwanie binarne
w drugiej potowie tablicy.

5. Wykonuj przedstawione czynnosci do momentu, w ktdrym znajdziesz szukany element
lub zabraknie nowych elementéw do sprawdzenia.

Srednia ztozono$é¢ czasowa wyszukiwania binarnego to O(log n), poniewaz log n to
maksymalna liczba podziatow tablicy o n elementach.

Uruchom aplet przedstawiajacy procedure wyszukiwania binarnego. Wpisz wartos¢, ktéra ma
zosta¢ wyszukana i nacisnij przycisk Wyszuka j. Sprawdz, jak program wykorzystujacy
algorytm wyszukiwania binarnego zachowa sie dla réznych danych wejsciowych.



Zasoéb interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DwY8eJarE

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Polecenie 2

Uruchom aplet przedstawiajacy sortowanie przez kopcowanie (ang. heapsort). Jest to algorytm
sortowania, ktérego ztozonos$¢ czasowa w $Srednim i pesymistycznym przypadku wynosi
O(nlogn), gdzie n to liczba danych do posortowania. Algorytm dzieli dane wejsciowe na
posortowang i nieposortowang czes¢. Iteracyjne pobiera i usuwa z nieposortowanej czesci
najwiekszy element, a nastepnie wstawia go do posortowanej czesci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DwY8elJarE
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 3

Zapisz notatke, w ktorej podsumujesz najwazniejsze informacje przedstawione w apletach.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Wskaz, jaka ztozonosé obliczeniowa ma algorytm wyszukiwania binarnego.

() Ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna.
() Ztozono$¢ kwadratowa.
() Ztozono$¢ logarytmiczna.

() Ztozono$¢ liniowa.
Cwiczenie 2 3

Wskaz poprawng definicje algorytmu rekurencyjnego.

O Algorytm, ktéry rozwigzujac dany problem, wywotuje inne algorytmy (jeden lub
wiecej razy).

Algorytm, ktéry rozwigzujac dany problem, korzysta z podstawowych struktur
danych.

O Algorytm, ktéry rozwigzujac dany problem, wywotuje sam siebie (jeden lub wiecej
razy).

O Algorytm, ktéry rozwigzujac dany problem, generuje wszystkie mozliwe odpowiedzi,
a nastepnie sprawdza, ktére z nich sg poprawne.




Cwiczenie 3 3

Wskaz, jakg ztozonos¢ obliczeniowg ma algorytm sortowania przez scalanie.

() Ztozonos¢ logarytmiczna.
() Ztozono$¢ liniowa.
() Ztozono$¢ liniowo-logarytmiczna.

() Ztozonos¢ kwadratowa.
Cwiczenie 4 O
Wskaz, ile czasu bedzie wykonywany ten algorytm w sytuacji, gdy n = 10%? Niech funkcja f,
opisujaca liczbe operacji sktadajacych sie na algorytm w zaleznosci od ilosci danych

wejsciowych, ma postaé: f(n) = n log;,n. Przyjmij, ze komputer wykonuje 10° operacji
w ciggu 1 sekundy.

()  Okoto 9 minut.
() Okoto 9 dni.
() Okoto 9 sekund.

() Okoto 9 godzin.
Cwiczenie 5 O
Wskaz, czy algorytm ten ma ztozono$¢ logarytmiczna, wiedzac, ze funkcja f, opisujaca liczbe

operacji sktadajacych sie na algorytm w zaleznosci od ilosci danych wejsciowych, ma
nastepujaca postac: f(n) = logy(n) + nlogy(n).

() Tak, ma on ztozonos¢ logarytmiczna.

() Nie, nie ma on ztozonosci logarytmicznej.



Cwiczenie 6 »

Wstaw brakujgce wyrazenia tak, aby tres¢ ponizszego tekstu byta prawdziwa.

Algorytmy o ztozonosci logarytmicznej i liniowo-logarytmicznej bardzo czesto korzystaja

____________________________

z metody Polega ona na podziale gtdwnego problemu na mniejszei
Algorytmy o ztozonosci liniowo-logarytmicznej s3 wykonywane szybciej od , alezato
wolniej od

‘ ,facz i zwyciezaj" ’ ‘ kwadratowych ’ ‘ ,dziel i zwyciezaj" ’ ‘ podproblemy ’ ‘ nadproblemy ’

Cwiczenie 7 @

Uporzadkuj ponizsze ztozonosci obliczeniowe od najszybszej do najwolniejszej dla duzej ilosci
danych wejsciowych.

ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna $
ztozonosc stata =
ztozonos¢ liniowa =
ztozonos¢ kwadratowa 2
ztozono$¢ logarytmiczna s
Cwiczenie 8 @

Potacz w pary algorytmy z odpowiadajgcymi im ztozonos$ciami obliczeniowymi.

dodawanie dwaoch liczb catkowitych ztozonosc¢ logarytmiczna
sortowanie przez scalanie ztozonos¢ stata

wyszukiwanie najmniejszej liczby

) ztozono$¢ liniowa
w zbiorze

wyszukiwanie binarne ztozono$¢ liniowo-logarytmiczna



Dla nauczyciela

Autor: Zespo6t autorski Contentplus.pl sp. z 0.0.
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy o zloZzonoSci logarytmicznej i liniowo-logarytmiczne;j
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) wyrdznia w problemie podproblemy i charakteryzuje: metode potowienia, stosuje

podejscie zachtanne i rekurencije;

4) poréwnuje dziatanie roznych algorytmow dla wybranego problemu, analizuje
algorytmy na podstawie ich gotowych implementaciji;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:

4) ilustruje i wyjasnia role pojec¢, obiektow i operacji matematycznych
w projektowaniu rozwigzan problemow informatycznych i z innych dziedzin,
postuguje si¢ pojeciem logarytmu;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:


https://contentplus.pl/

a) wyszukiwanie elementow liniowe i przez potowienie (do znajdowania elementow
w zbiorze, sortowania przez wstawianie, przyblizonego rozwigzywania rownan,
sprawdzania przynaleznosci punktu do wielokgta wypukiego),

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

c) metode dziel i zwyciezaj (jednoczesne znajdowanie minimum i maksimum,
sortowanie przez scalanie i szybkie),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Scharakteryzujesz algorytmy o logarytmiczneji liniowo-logarytmicznej ztozonosci
CZasoOwej.

» Przeanalizujesz przyktady algorytmow o logarytmiczneji liniowo-logarytmicznej
ztozonoSci czasowe;.

o Porownasz czas dzialania programow bazujacych na algorytmach o ztozonosci
logarytmiczneji liniowo-logarytmicznej oraz programow, w ktorych
zaimplementowano algorytmy o ztozonoSciach liniowych i kwadratowych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:



« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Algorytmy o ztozonosci logarytmiczneji liniowo-logarytmicznej'. Uczniowie zapoznajg
sie z treSciami w sekciji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat oraz cele zaje¢, omawiajac lub ustalajac razem z uczniami
kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaty jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce prosi o ciche
zapoznanie si¢ z treScig w sekciji ,Przeczytaj’.

2. Praca z multimedium. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajg si¢ z trescia
polecenia 1z sekcji ,Aplet” i wspolnie analizujg kolejne kroki rozwigzania postawionego
problemu.

3. Cwiczenie umiejetnoséci. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 1-8 z sekcji
»Sprawdz sie”. Po wykonaniu kazdego z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez
nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wyswietla na tablicy temat lekcji zawarty w sekciji
~Wprowadzenie” i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego
uczniowie si¢ nauczyli).

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja polecenie 2 z sekcji ,Aplet”.

Wskazowki metodyczne:



» Tresci w sekcji ,Aplet” mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



