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Na podstawie wykresu-funkcji-y = f(w rysowanie

wykresu funkcjiy = — f(—x)

Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W starozytnosci symetrig nazywano harmonijny uktad czesci. Juz w I w. p. n. e. rzymski
architekt Witruwiusz, okreslat symetrie jako najpardziej podstawowe pojecie estetyki
i piekna.

Symetria jest wszechobecna: w Swiecie przyrody ozywionej, czy w matematyce. W tym
materiale omowimy wiadomosci dotyczace rysowania wykresu funkcji w symetrii
wzgledem osi X i Y ukladu wspolrzednych. Sprawdzimy, ktore wlasnosci funkciji ulegajg
zmianie w wyniku takiego przeksztalcenia. Bedziemy rozwigzywac¢ ¢wiczenia
interaktywne, bazujac na cze$ci teoretycznej materiatu i podanych przykitadach.

Twoje cele

o Przeksztalcisz wykres danejfunkcji w symetrii wzgledem osi X i Y uktadu
wspotrzednych.

e Odczytasz wilasnosci funkcji, ktorej wykres otrzymano w wyniku przeksztalcenia
wykresu danej funkcij.

» Wyznaczysz wzor funkcji — f(—x), znajac wzor i wykres funkciji f.

» Zastosujesz swojg wiedze, wykonujac zestaw przygotowanych ¢wiczen.



Przeczytaj

Wykres funkcji mozemy przeksztalca¢ w rozny sposob. Na przykitad wykorzystujac
przesuniecie rownolegle, symetrie osiowq lub srodkowa.

Twierdzenie: Symetria wykresu funkcji wzgledemosi X i Y

Wykres funkcji y = — f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wykresu funkciji
y = f(x) wzgledem osi X i wzgledem osi Y.

W praktyce takie przeksztalcenie oznacza to, ze wykres funkcji f najpierw odbijamy
symetrycznie wzgledem osi X, a nastepnie tak otrzymany wykres odbijamy symetrycznie
wzgledem osi Y. Mozemy tez postgpi¢ inaczej - najpierw wykres funkcji f odbijamy
symetrycznie wzgledem osi Y, a nastepnie otrzymany wykres odbijamy symetrycznie
wzgledem osi X.

Do prawidlowego wyznaczenia wykresu funkcji w symetrii wzgledem osi X i wzgledem osi
Y wystarczy wykorzysta¢ ponizsza zaleznosc.

Obrazem punktu P = (z,y) w symetrii wzgledem osi X i osi Y jest punkt P’ = (—z, —y).

Zauwazmy, ze przeksztalcenie to jest rownowazne symetrii Srodkowej wzgledem
poczatku ukladu wspoélrzednych.

Do naszkicowania wykresu funkcji g(x) = — f(—x) na podstawie wykresu funkcji f(x)
mozemy wykorzysta¢ ponizsze wlasnosci.

1. Dla dowolnego punktu P = (z, y) jego obrazem w symetrii wzgledem osi X ukladu
wspotrzednych jest punkt P’ = (z, —y).

Jezeli punkt P’ = (z, —y) nalezy do wykresu funkcji f, to f(z) = —y, czyliy = — f(x).

2. Dla dowolnego punktu P’ = (x, — f(z)) jego obrazem w symetrii wzgledem osi Y uktadu
wspotrzednych jest punkt P’ = (—z, — f(x)).

Jezeli punkt P’ = (—z, — f(z)) nalezy do wykresu funkciji g, to g(—x) = — f(z).
3. Wobec tego prawdziwa jest zalezno$¢ g(—(—z)) = —f(—=x), czyli g(x) = — f(—=x).

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkcji f i g, symetryczne wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych (czyli wzgledem osi X i Y):
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W wyniku przeksztatcaniu wykresu funkcji w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych, otrzymujemy wykres innej funkcji. Funkcje te moga mie¢ inne dziedziny,
zbiory warto$ci. Moga zatem mie¢ rozne wilasnosci.

Przyktad 1

Wyznaczymy zbior warto$ci funkcji funkcji g(z) = — f(—=x), jezeli zbiorem wartosci
funkciji f jest zbior {—2,—1,0,1,3,5}. Dziedzing kazdej z rozwazanych funkciji jest zbior
liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie:

Zbiorem warto$ci funkcji g(z) = — f(—=x) jest zbior liczb:
{-5,-3,-1,0,1,2}.

Przyktad 2

W tabeli przedstawiono argumenty oraz odpowiadajgce im wartosci funkciji f.
Argumenty i wartosci funkcji

x -3 —1 0 4 5
f(z) 2 4 3 5 T
Wyznaczymy tabele argumentéw oraz odpowiadajgcych im wartosci funkcji okreslone;

wzorem g(z) = — f(—z).

Rozwigzanie:



javascript:void(0);

Jezeli g(z) = — f(—x), to:
Argumenty i wartosci funkcji

T -5 —4 0 1 3
g(a) -1 -3 -3 = -2
Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkciji f.

YA
5

Naszkicujemy wykres funkcji g okre$lonejwzorem g(x) = — f(—x), a nastepnie
wyznaczymy:

a) zbior wartosci funkcii g,
b) przedziaty monotonicznosci funkciji g.
Rozwigzanie:

Wykres funkciji g otrzymujemy, przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem
poczatku ukladu wspotrzednych.

Wobec tego:
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b) funkcja g jest:

Przyktad 4

Z wykresu odczytujemy, ze:

 rosnaca w przedziale (—oo, —2),

« malejgca w przedziale (—2, co).
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a) zbiorem wartosci funkcji g jest przedziat (—oo, 2),

Rysunek przedstawia wykres funkcji f okreslonejwzorem f(z) = v — 3 — 1.




= —f(-=).

Dla funkciji g:

Niech g(z)

a) wyznaczymy wzor funkcij,

b) naszkicujemy wykres,

c) okreslimy dziedzing i zbior wartosci.
Rozwigzanie:

a) Poniewaz g(z) = — f(—x), zatem

Cfez) = vz 341

b) Wykres funkciji g przedstawia si¢ nastepujaco:

g(z)
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¢) Dziedzing funkcji g jest przedziat (—oo, —3), a zbiorem warto$ci tej funkcji przedziat

(—o0,1).

Majgc dany wzor funkcji f(x), mozemy wyznaczy¢ wzor funkciji g(z) = — f(—=x).

Przyktad 5

Wyznaczymy wzor funkcji g(z) = — f(—z), jezeli funkcja f jest okreslona wzorem:

a)f(z) =2 -z +1,

b) f(z) = 3%
Rozwigzanie:

Jezeli g(z) = — f(—x), to:

a) g(z) = —f(—=)

—((—:13)2 ~(—z) + 1) —

(x2—|—x+1):—aj2—x—1,



—x+1 z—1

b) g(z) = —f(—z) = - 3 (—z) _ 3tz

Zauwazmy, ze Dy = R \ {3} oraz D, = R\ {-3}.
Przyktad 6

Wykazemy, ze jesli funkcja f wyraza sie wzorem f(x) = ax, gdzie a, x € R, to funkcja f
i funkcja g okre$lona wzorem g(z) = — f(—x) sa rowne.

Rozwiazanie:

Mowimy, ze funkcije f i g sa réwne, wtedy i tylko wtedy, gdy majg te same dziedziny oraz
dla kazdego z € Dy = D, zachodzi warunek f(z) = g(z).

Niech x € Df = Dg. Wowczas:

g(a) = —f(~2) = —a-(~z) —a-z = az = f(a)

Wobec tego funkcje fi g sa réwne.

Stownik
przeksztatcenie wykresu funkcji — f(—x)
» symetryczne odbicie wykresu funkcji przez symetrie wzgledem osi X iosi Y,

» symetryczne odbicie wykresu funkcji wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych

wykres funkcji f

zbior punktoéw plaszczyzny o wspotrzednych (z, y), ktore spetniajg zaleznosc y = f(x)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie symulacji interaktywnej. Za kazdym razem okre$l dziedzine, zbior
wartosci oraz przedziaty monotonicznosci funkcji po przeksztatceniu. Nastepnie samodzielnie

wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DI18AIREG4


https://zpe.gov.pl/a/D18AIREG4

Polecenie 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f okreslonej wzorem f(z) = | — 3| — 2.

Y

-2 -1

Niech g(z) = — f(—=x).
a) Wyznacz wzér funkcji g.
b) Naszkicuj wykres funkcji g.

c) Okresl przedziaty monotonicznosci funkcji g.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Przeksztatcenie wykresu funkcji — f(—x) oznacza:

Odbicie symetryczne wykresu funkcji f wzgledem osi rzednych uktadu
wspotrzednych.

O

() Odbicie symetryczne wykresu funkcji f wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Odbicie symetryczne wykresu funkcji f wzgledem osi odcietych uktadu
wspotrzednych.




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonej wzorem f(xz) = |z + 3|. Zaznacz zdania,
ktore sg prawdziwe.

>
1 2 3 Y
=1
[ ] Funkcja okreslona wzorem g(z) = — f(—x) jest rosnaca w przedziale (—oo, 3).
Punkt przeciecia wykresu funkcji okre$lonej wzorem g(x) = — f(—z) z osia
(] rzednych ma wspétrzedne
(0, 3).
Zbiorem wartosci funkcji okreslonej wzorem g(z) = — f(—=x) jest przedziat
u (—0o0,0).

[ ] Miejscem zerowym funkcji okreslonej wzorem g(x) = — f(—=x) jest (—3).



Cwiczenie 3
Potacz w pary zbiér, ktéry jest dziedzing funkcji f, z dziedzing funkcji g(z) = — f(—=x):

(—4,3) (3,4)
(3,4) (—3,4)
(—3,4) (—4,3)

(—4,-3) (—4,-3)

Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

v
3
2 y = f(x)
1
33 3

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami, wpisujac wtasciwe odpowiedzi w luki w tekscie.

Jezeli g(z) = — f(—=x), to:

- miejscami zerowymi funkcji sg Iiczby‘ ’oraz‘ '

- funkcja jest rosnaca w przedziale (—oo,

- dla argumentu 0 funkcja przyjmuje wartoéc" ’

- funkcja jest malejaca w przedziale <‘




Cwiczenie 5
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Jezeli g(x) = — f(—=x) oraz f(z) = x* + 2, to:

funkcja g jest rosnaca
w przedziale (0, 00)

funkcja g jest malejaca
w przedziale (0, o)

Jezeli g(z) = — f(—x) oraz f(z) = —2 + 2, to:

funkcja g przyjmuje wartosci nie
mniejsze niz (—2)

funkcja g przyjmuje tylko
wartosci ujemne

g(z) = —2* -2 ’

g(w)=x2—2’

Cwiczenie 6
Rozwiaz krzyzéwke.

1. Liczby okreslajace punkt w uktadzie wspotrzednych.
2. Przeksztatcenie figury np. wzgledem osi uktadu wspétrzednych.

3. Przyporzadkowanie, ktore kazdemu elementowi z jednego zbioru przypisuje doktadnie
jeden element z drugiego zbioru.

4. Otrzymujemy go w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji lub figury geometrycznej.
5. Moze zmieni¢ sie dla funkcji, gdy wykonamy przeksztatcenie wykresu g(x) = — f(—=z).

6. Jest nim symetria lub odbicie wykresu funkcji.



Cwiczenie 7 @

Do wykresu funkcji f naleza punkty o wspétrzednych (—3,2), (—2,4), (—1,0), (0, 3),
(17 _2)°

Wyznacz:

a) wspotrzedne punktow, ktdre naleza do wykresu funkcji okreslonej wzorem g(z) = — f(—x)
b) dla jakich argumentéw funkcja okreslona wzorem g(x) = — f(—x) przyjmuje wartosci
dodatnie.

Cwiczenie 8 @

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonej wzorem f(z) = 2x% — 1.

Niech g(z) = — f(—=).
a) Wyznacz wzér funkcji g.

b) Naszkicuj wykres funkcji g.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Na podstawie wykresu funkcji y = f(z) rysowanie wykresu funkcjiy = — f(—x)
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcji y = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 szkicuje wykresy roznych funkcji w symetrii wzgledem osi X i Y uktadu
wspotrzednych,

» wyznacza wzor funkciji, ktorej wykres otrzymano po przeksztatceniu wykresu dane;j
funkcji w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych,

» odczytuje wlasnosci funkcji z wykresu po jego przeksztalceniu w symetrii wzgledem
osi odcietych i rzednych uktadu wspoirzednych,

 stosuje zdobytg wiedze do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



metoda krokodyla;
objasnienie nowejwiedzy;
burza mozgow.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajacg w temat: ,Na podstawie wykresu funkcji
y = f(x) rysowanie wykresu funkcji y = — f(—x)", nawigzuje do wiedzy uczniow

z poprzednich lekcji. Przedstawia cel oraz kryteria sukcesu.

Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1.

Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekciji ,Symulacja interaktywna”

Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzuja indywidualnie ¢wiczenia numer 1i 2 w sekcji

»Sprawdz sie”. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg odpowiedzi,
a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie do nich. Nauczyciel w razie potrzeby
koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informaciji
zwrotne;j.

. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5 w sekcji ,Sprawdz si¢”;

po ich wykonaniu poréwnuja otrzymane wyniki z inng para.

. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6,71 8 w sekcji ,Sprawdz si¢” metodg

krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”



i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Symetria wykresu funkcji
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekcji ,Symulacja interaktywna” do pracy
przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na
zajeciach w ten sposob, aby samodzielnie rozwigzac¢ zadania dotyczace przeksztatcania
wykresow funkcji w symetrii wzgledem osi uktadu wspotrzednych.

» ,Symulacje interaktywng” mozna wykorzysta¢ w realizacji lekcji dotyczacej
odczytywania wiasnosci funkcji z wykresu.
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