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Aby opisac¢ zjawiska generujace dzisiejszy Swiat, wygodnie jest dysponowac¢ narzedziami,
ktore utatwiajg te opisy. Do nich niewgtpliwie naleza rownania. Dzigki nim mozemy
obliczy¢ na przyktad, na jakiej wysokosci od ziemi bedzie pitka po 2 sekundach spadania

z okna, ktore jest na wysokosci 80 m od ziemi.

Dzieki rownaniom kwadratowym mozemy réwniez rozwigzywac problemy teoretyczne. Czy
wiadomo, ile jest liczb, ktorych kwadrat jest rowny 121? Czy istnieje liczba, ktorej kwadrat
jest rowny - 16?

Odpowiedzi na te i inne pytania znajdziesz w materiatach dotyczacych pojecia rownania
kwadratowego i metod jego rozwigzania.

Twoje cele

Okreslisz rodzaj rownania ze wzgledu na liczbe niewiadomych i stopien rownania.
Rozpoznasz rownanie drugiego stopnia z jedna niewiadoma.

Odréznisz rownania kwadratowe zupelne od niezupelnych.

Opiszesz za pomocg réwnania kwadratowego sytuacje przedstawiong stownie.




Przeczytaj

Przyktad 1

W prostokacie o polu rownym 143 jeden bok jest o 2 diuzszy od drugiego boku.
Zapiszemy zaleznos¢, ktora pozwoli obliczy¢ dtugosci bokow tego prostokata.

Oznaczymy:
x - dtugosc¢ krotszego boku prostokata.

Wtedy z + 2 bedzie dtugoscig dtuzszego boku tego prostokata.
Pole prostokata mozemy zapisac jako iloczyn z(z + 2).

Wiemy tez, ze pole prostokata jest rowne 143.

Mozemy zatem zapisa¢ z(x + 2) = 143.
W ten sposob zapisaliSmy rownanie ze zmienng X.

Przyktad 2

Dany jest trojkat prostokatny o polu réwnym 144 . Przyprostokatne tego trojkata roznia
sie0H.

Zapiszemy rOwnanie, na podstawie ktorego mozna obliczy¢ diugosc¢ krotszej
przyprostokatnej tego trojkata.

Niech:
x - dtugos¢ krotszej przyprostokatne;j,
x + 5 - dlugosc¢ dtuzszej przyprostokatne;.

Zatem mozemy zapisa¢ rownanie opisujace pole trojkata. Rownanie pozwoli na
obliczenie dtugosci krotszej przyprostokatnej tego trojkata.

sz(z+5) =144
Przyktad 3

Suma cyfr szukanej liczby dwucyfrowejjest rowna 7. Jezeli te szukang liczbe
pomnozymy przez liczbe, ktora powstala przez zamianeg cyfry jednosci i dziesigtek
szukanej liczby, to otrzymamy 1462.

Zapiszemy rownanie, ktore pozwoli obliczy¢ cyfre dziesigtek i cyfre jednosSci szukanej
liczby.




Niech:

x - oznacza cyfre jednosci szukanej liczby dwucyfrowej (cyfra ta musi by¢ mniejsza od
liczby siedem, ale wigksza od zera),

7 — x - oznacza cyfre dziesigtek szukanejliczby dwucyfrowe;.

Szukang liczbe mozemy zapisac¢ jako (7 — ) - 10 + x.

Liczba, ktora powstata przez zamiane cyfry dziesigtek i jednosci szukanej liczby to:
10z + (7 — )

Iloczyn tych liczb to:

(7 —=z)-10+ z| - [10z + (7 — z)]

Zatem rOwnanie ma postac

[(7—2)-10 + z] - [10z + (7 — )] = 1462

W powyzszych przyktadach pokazalismy, jak analizujgc tre$¢ zadania doprowadzi¢ do
zapisania szukanej zaleznoSci za pomoca rownania kwadratowego. Jest to czesto
najtrudniejszy element analizy zadania.

Definicja: Rdwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma

Réwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma - jest to réwnanie postaci az? + bz + ¢ = 0,
gdzie a, bi c sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0.

Posta¢ az? + bz + ¢ = 0 gdy a # 0 nazywamy postacig ogélng réownania kwadratowego.

Roéwnania, w ktorych wszystkie wspotczynniki trojmianu kwadratowego sg rozne od 0,
nazywamy réwnaniami kwadratowymi zupelnymi.

Roéwnania, w ktorych wspoétczynniki trojmianu kwadratowego b lub ¢ sa rowne 0, nazywamy
rownaniami kwadratowymi niezupelnymi.

Przyktad 4

Sprawdzimy, czy rownanie z - (z + 4) = 2 - (1 4 2z), po zapisaniu w najprostszej
postaci, bedzie rownaniem kwadratowym niezupeinym.

Przeksztalcimy rownowaznie rOwnanie.
z-(x+4)=2-(142x)
2 4+ dx =2 + 4z

z2 =2




22 —-2=0

Zatem otrzymali$my rownanie kwadratowe z jedng niewiadomg, w ktéorym b = 0, postaci
2
ar” +c=0.

Jest to rbwnanie kwadratowe niezupeine.

Przyktad 5

Sprawdzimy, czy rownanie (2x + 1)2 = 2z% + 3z + 1, po sprowadzeniu do postaci
ogolnej, bedzie réwnaniem kwadratowym niezupelnym.

Przeksztalcimy rownowaznie rownanie.
2z +1)* =222 +3z+1

42 +4x +1 =222+ 3z + 1

202+ =0

Zatem otrzymali$my rownanie kwadratowe, w ktorym ¢ = 0, postaci az? + bz = 0 gdzie
a, b=#0.

Jest to rownanie kwadratowe niezupetine.

Stownik
rownanie kwadratowe z jedna niewiadoma

roéwnanie postaci az? + bz + ¢ = 0, gdzie a, b i ¢ s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi
oraza # 0
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Schemat interaktywny

Polecenie 1

Ponizej zamieszczony jest schemat interaktywny przedstawiajacy klasyfikacje rownan
kwadratowych na réwnania kwadratowe zupetne i niezupetne (uwzgledniamy przypadki, gdy
tylko jeden ze wspotczynnikow b lub ¢ bedzie zerem).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D28Xtj2CI


https://zpe.gov.pl/a/D28Xtj2CI

Polecenie 2
Przenie$ réwnania do odpowiednich obszaréw.

réwnania kwadratowe niezupetne az? + bx = 0 gdzie

a,b#0
(z +3)° = bz ’
32+ 2z +1=2(z+1)
(z +3)° =6z ’
rownania kwadratowe niezupetne ar’+c=0 gdzie 322 + 5+ 1= 2(z + 1) ’
a,c#0
(x -2 =4

2(m+1)2+1:3(w+1)’

(2z — 3)(2x +3) =0

rownania kwadratowe zupetne

—z(z — 1) = 222 ’

32 = @+5)°

Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm przedstawiajacy klasyfikacje réwnan
kwadratowych postaci az? + bz + ¢ = 0 na réwnania kwadratowe zupetne i niezupetne.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wybierz réwnania kwadratowe z jedng niewiadoma. Zaznacz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

(2z2—-1)(3—-22) =1
t2 =t

40> +3a—5=14

2z-1)3-t) =1

422 = 23 — 62
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Cwiczenie 2 @)
,Przeciagnij” réwnanie do odpowiedniego okienka.

Réwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma:

t2:t ‘\?’/Zmy—{—a}2:()’
2 = at ‘5\3/5:13+3:c2:2’

t2:OH2a2—5ab:0’

Rownanie kwadratowe z wiecej niz jedng niewiadoma:

Cwiczenie 3

Sposrdd ponizszych rownan wybierz rdownania kwadratowe niezupetne. Zaznacz wszystkie
poprawne odpowiedzi.

z(z—4)=1
w2 —2x+4=2-(z+2)
108> —s=s2—1

k> —3k=0

O o o 0O d

10y2 — 1 =192 — 10



Cwiczenie 4
Potacz w pary stwierdzenie z odpowiadajgcym mu réwnaniem.

Pole tréjkata jest rowne 143 cm?,
a wysoko$¢ poprowadzona do boku % -n(n+2) = 143
n jest o 2 cm dtuzsza od tego boku.

Suma kwadratow trzech kolejnych liczb

2 2 2
parzystych jest réwna 200. (2n) + (2n + 2) + (2” + 4) =200

Zwigzek miedzy bokami trojkata
prostokatnego, ktorego dtugosci bokow (2n)2 + (2n + 2)2 = (2n + 4)2
sg kolejnymi liczbami parzystymi.

Pole prostokata jest réowne 143 cm?,
a jeden bok jest 0 2 cm dtuzszy od n(n + 2) = 143
drugiego boku.

Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb

2 2 2
naturalnych jest réwna 194. n°+(n+1)"+(n+2)" =194

Zwigzek miedzy bokami trojkata
prostokatnego, ktérego dtugosci bokow n? 4 (n + 1)2 = (n+ 2)2
sg kolejnymi liczbami naturalnymi.

Cwiczenie 5

Prostokatny trawnik o wymiarach 5 m na 9 m otoczono chodnikiem o szerokosci a. Jakie sg
wymiary chodnika, jezeli jego pole powierzchni jest o0 50% mniejsze od pola powierzchni
trawnika? Zaznacz réwnanie, ktére pozwoli obliczy¢ szerokos$¢ chodnika.

O (9+2a)(5+2a)—5-9=50%-5-9
O (9+2a)(5+2a)+5-9=50%5-9
O (942a)(5+2a)—5-9=5-9

O (9—2a)(5—2a)—5-9=50%-5-9



Cwiczenie 6

Kwadrat liczby x jest 16 razy wiekszy od liczby (z — 4).
Uzupetnij rdwnanie, opisujace te sytuacje, odpowiednimi liczbami.

________________________________________

(=1 [1] 8][4 ][ 32] | -26]

Cwiczenie 7 @

Wskaz réwnanie opisujace sytuacje przedstawiong w zadaniu.
Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna 5. Jezeli od kwadratu tej liczby odejmiemy
kwadrat liczby powstatej po przestawieniu jej cyfr to otrzymamy 495.

[10z + (5 — z)]* — [(5 — z) + 10z]° = 495;
x - cyfra jednosci pierwszej liczby

O [10z + (5 — z)]* + [(5 — x) + 10z]* = 495;
x - cyfra dziesigtek pierwszej liczby

O [10z + (5 —z))*> — [(5 — )10 + z]* = 495; = - cyfra dziesiatek pierwszej liczby
Cwiczenie 8 @

Dtugosci bokow tréjkata sg kolejnymi liczbami naturalnymi niepodzielnymi przez 4. Suma
kwadratéw tych liczb jest réwna 302. Zapisz rownanie opisujace sytuacje przedstawiong
w zadaniu. Przedstaw réwnanie w postaci az? + bz + ¢ = 0.



Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pojecie rownania kwadratowego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

4) rozwigzuje rownania i nierownosci kwadratowe.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla rodzajréwnania ze wzgledu na liczbe niewiadomych i stopien rownania
e rozpoznaje roOwnanie drugiego stopnia z jedng niewiadomg

e odroznia rownania kwadratowe zupeine od niezupeinych

» opisuje za pomoca rownania kwadratowego sytuacje przedstawiong stownie

e tworzy procedury budowy rownania

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza przypadku
o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Wybrani wczesniej przez nauczyciela uczniowie podajg przyktady prostych zalezno$ci
dajacych sie zapisa¢ w postaci rownania kwadratowego.

Faza realizacyjna:

1. Kazdy uczen otrzymuje od nauczyciela 10 przyktadow roznych rownan. Nastepnie stara
si¢ podzieli¢ rownania na grupy, wedtug wtasnych kryteriow.

2. Uczniowie podzieleni na grupy 4 - 6 osobowe omawiajg rezultaty swojej pracy
i poréwnuja dokonane podzialy. Tworzg wspolny schemat ilustrujgcy rodzaje rownan ze
wzgledu na liczbe niewiadomych i stopien rownania, podzial na rownania zupeine
i niezupelne.

3. Uczniowie ogladaja schemat interaktywny i omawiaja go wraz z nauczycielem.

4. Uczniowie w parach lub indywidualnie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 6.
Wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace okreslania rodzaju
rownania ze wzgledu na liczbe niewiadomych, stopien réwnania, podziat na rownania
zupeine i niezupeline.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 7, 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:
Rownanie kwadratowe
Wskazowki metodyczne:

Schemat interaktywny moze by¢ wykorzystane przez chetnych uczniéw do samodzielnego
przygotowania mapy mysli prezentujacej rodzaje rownan kwadratowych.


https://epodreczniki.pl/a/rownanie-kwadratowe/D1Ct0B4h4

