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W tym materiale pokazemy, jak budowa¢ modele kombinatoryczne w zadaniach
dotyczacych zaleznoSci miedzy obiektami geometrycznymi w przestrzeni trojwymiarowe;j.

Zaprezentujemy zwiazki ilosciowe przede wszystkim w odniesieniu do liczby
wierzchotkow, Scian i krawedzi w wieloScianach.

Bedziemy zajmowac sie¢ graniastostupami i ostrostupami, ale takze wieloScianami
foremnymi (nazywanymi rowniez brytami platonskimi).

Udowodnimy réwniez wzor (zwany wzorem Eulera dla wieloScianow), ktory opisuje
zalezno$¢ miedzy liczbami: $cian, wierzchotkow oraz krawedzi dowolnego wielo$cianu
wypuklego.

Twoje cele

e Obliczysz liczbe wierzchotkow, Scian i krawedzi w graniastostupach oraz
ostrostupach.

o Okreslisz zaleznoSci migdzy liczbg wierzchotkow, liczba $cian oraz liczbg krawedzi
w wielo$cianach foremnych.

e Znajomo$¢ poznanych wczesniej regul kombinatorycznych oraz metody zliczania na
dwa sposoby elementoéw tego samego zbioru pozwoli Ci oblicza¢, liczbe




wierzchotkow, liczbe Scian oraz liczbe krawedzi w wieloscianach spetniajacych
okreslone warunki.
o Wykorzystasz wzor Eulera w zadaniach dotyczgcych wieloscianow wypuktych.



Przeczytaj

Omawianie przyktadow, dotyczgcych zaleznosci ilosciowych w wieloScianach, zaczniemy
od zadania, ktorego celem jest ustalenie liczby trojkatow prostokatnych, majacych
wierzchotki w wierzchotkach graniastostupa prostego.

Dla ograniczenia liczby rozpatrywanych przypadkow istotne bedzie zastosowanie
twierdzenia o trzech prostych prostopadtych.

Przyktad 1

Dany jest graniastostup prawidtowy pieciokatny, ktorego wszystkie krawedzie sg rowne 1
. Rozpatrujemy wszystkie trojkaty, ktorych bokami sg odcinki tgczace wybrane 3
wierzchotki danego graniastostupa. Obliczymy, ile jest wérod nich tréojkgtow
prostokatnych.

Rozwigzanie

Poniewaz graniastostup prawidtowy pigciokatny ma 5 - 2 = 10 wierzchotkow, wiec
wszystkich trojkatow, ktorych boki 1gcza 3 wierzcholki wybrane sposréd tych 10 jest tyle,
ile jest 3-elementowych kombinaciji zbioru 10-elementowego. Liczba tych kombinaciji jest

10
rowna ( 5 ) = 120, zatem tyle jest ogétem omawianych trojkatow.

Najpierw zajmiemy sie trojkgtami, ktorych boki to odcinki tgczace 3 wierzchotki nalezace
do jednejz podstaw graniastostupa.

Zauwazmy, ze w kazdym pieciokgcie foremnym wszystkie przekatne sg tej samej dtugosci
(oznaczmy przez d dlugo$¢ takiej przekatnejw pigciokacie foremnym o boku 1). Oznacza
to, ze jezeli wybierzemy 3 wierzcholki nalezace do jednejz podstaw rozpatrywanego
graniastostupa, to otrzymamy trojkat r6wnoramienny jednego z dwoch typow:

(1) o podstawie d i ramionach rownych 1; w takim tréjkacie katy przy podstawie sa réwne
36°, a kat miedzy ramionami ma miare 108" - zaden z tych trojkatoéw nie jest wiec
prostokatny; zauwazmy tez, ze taki trojkat jest jednoznacznie wyznaczony przez
przekatna d pigciokata foremnego, zatem jest b roznych trojkatow tego typu,

(2) o podstawie 1 i ramionach rownych d; w takim tréjkacie katy przy podstawie sg rowne
72°, a kgt miedzy ramionami ma miare 36° - zaden z nich nie jest wigc prostokatny;
zauwazmy tez, ze taki trojkat jest jednoznacznie wyznaczony przez bok pigciokata
foremnego, zatem jest 5 roznych trojkatow tego typu.

Poniewaz w kazdejz dwoch podstaw rozpatrywanego graniastostupa jest 5 trojkatow
kazdego z omowionych dwoch typow, wiec korzystajac z reguty mnozenia oraz z reguty
dodawania obliczamy, ze ogotem jest 2 - 5 4 2 - 5 = 20 nieprostokatnych trojkgtow
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rownoramiennych, ktorych bokami sg odcinki tgczace trzy wierzchotki nalezace do
jednej z podstaw graniastostupa.

Nastepnie rozpatrujemy takie trojkaty, ktorych dokladnie 2 wierzchotki lezg
w plaszczyznie jednej z podstaw danego graniastostupa.

Najpierw zajmiemy sie takimi trojkgtami sposrod nich, ktorych jednym z bokow jest
krawedz boczna graniastostupa.

Poniewaz dany graniastostup jest prawidtowy, wiec kazda z jego 5 krawedzi bocznych
jest prostopadta do obu plaszczyzn podstaw graniastostupa.

Wynika stad, ze kazdy z takich trojkatow jest prostokatny, a poniewaz do kazdego

z dwoch koncow wybranejkrawedzi bocznejwybierzemy trzeci wierzchotek trojkata
dowolnie sposréd 8 pozostatych, wigec ogotem jest 5 - 8 = 40 takich trojkatow.

Pozostato nam do rozpatrzenia 120 — (40 + 20) = 60 trojkatow.

Wezmy przykladowy sposrdd nich i oznaczmy przez A oraz B dwa wierzchoiki, ktére
leza w tej samej podstawie graniastostupa, przez C' - trzeci wierzcholek. Zgodnie

z zalozeniem, zaden z odcinkéw AC, BC nie jest krawedzia boczng danego
graniastostupa.

Rozpatrzmy krawedz boczng, ktérejjednym z koncédw jest wierzchotek C' i oznaczmy jej
drugi koniec przez D - wtedy punkt D razem z punktami A, B lezy w tej same;j
podstawie graniastostupa.

Poniewaz mozliwe warto$ci miar katow DBA oraz D AB to (jak pokazali$my wczes$nie))
367,727,108, wigc na mocy twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wnioskujemy,
ze zaden z katow CBA, C AB nie jest prosty, zatem w$rod tych 60 trojkatéw nie ma juz
prostokatnych.

Wynika stad, ze wsrod rozpatrywanych jest doktadnie 40 trojkatow prostokatnych.

W kolejnych przyktadach omoéwimy zaleznosci migdzy liczbg Scian, wierzchotkow
i krawedzi w wieloscianach (przy czym z zasady bedziemy zajmowac si¢ wieloScianami
wypukiymi).

Zaczynamy od problemow odwotujacych sie do liczby Scian, wierzchotkow, krawedzi
w graniastostupach.

Rozpatrzmy wiec graniastostup (niekoniecznie prosty), ktorego obie podstawy to dwa
przystajace n-katy wypukte.

Wowczas:

» wszystkie wierzchotki graniastostupa znajdujg si¢ w jego podstawach, a poniewaz
w kazdej z nich jest ich n, wigc ogdétem w rozwazanym graniastostupie otrzymujemy 2n



wierzchotkow;

» odpowiadajace sobie krawedzie obu podstaw sg przeciwleglymi bokami Sciany bocznej,
stad Scian bocznych jest tyle, ile jest krawedzi w podstawie, czyli n. Zatem wraz
z dwiema podstawami dostajemy liczbe wszystkich Scian w graniastostupie, ktora jest
rownan + 2;

» laczac w obu podstawach odpowiadajgce sobie pary wierzchotkéw otrzymamy krawedz
boczng, stad krawedzi bocznych jest tyle, ile jest wierzchotkow w podstawie
graniastostupa, czyli n. Doliczajac krawedzie obu podstaw (w kazdejjest ich n)
otrzymujemy 1gczng liczbe krawedzi graniastostupa, rownag 3n.

Twierdzenie: o liczbie wierzchotkdéw, $cian oraz krawedzi w graniastostupie

Rozpatrzmy graniastostup, ktorego podstawg jest n-kat wypukly. Wowczas liczby:
w - jego wierzcholkow, s — jego Scian oraz k - jego krawedzi sg rowne
w=2n,s=n+2,k=3n.

Przyktad 2

a) Laczna liczba wierzchotkow i krawedzi pewnego graniastostupa jest rowna 80.
Obliczymy, ile Scian ma ten graniastostup.

Rozwigzanie

Korzystajgc z ustalen podanych w powyzszym twierdzeniu zapisujemy zaleznosc:
w + k = 80, skad 2n 4+ 3n = 80, 5bn = 80, czyli n = 16. Oznacza to, Ze liczba $cian tego
graniastostupa jest rowna s = n + 2 = 18.

Zauwazmy przy okazji, ze w graniastostupie suma liczby wierzchotkow i krawedzi jest
podzielna przez 5 (w + k = 2n + 3n = 5n), co oznacza, ze nie istnieje graniastostup,
w ktorym suma liczby krawedzi i liczby wierzchotkow jest np. rowna 777.

b) W pewnym graniastostupie jest o 36 wiecej krawedzi niz Scian. Obliczymy; ile
wierzchotkéw ma ten wielo$cian.

Rozwigzanie

Ponownie korzystajgc z ustalen podanych w powyzszym twierdzeniu zapisujemy
zalezno$c:

k = s+ 36, skad 3n = n + 2 + 36, czyli 2n = 38. Oznacza to, ze liczba wierzchotkow
tego graniastostupa jest rowna w = 2n = 38.

Zauwazmy, ze w dowolnym graniastostupie roznica miedzy liczbg krawedzi i liczba $cian
jest o 2 mniejsza od liczby wierzchotkow (k—s = 2n—2 = w-2).

c) W pewnym graniastostupie liczby: krawedzi (k), wierzchotkow (w) oraz $cian (s)
spetniajg warunki w + 10 < k < s 4+ 30. Obliczymy, ile krawedzi ma ten graniastostup.



Rozwigzanie

Kolejny raz korzystamy z ustalen zapisanych w powyzszym twierdzeniu. Otrzymujemy
uktad nierownosci:

2n +10 < 3n <n+ 2+ 30.

Stadn > 101 2n < 32,awiec 10 < n < 16, czylin € {11,12,13,14,15}.

Oznacza to, ze jest 5 mozliwych wartosci liczby krawedzi: k = 3n € {33, 36,39,42,45}.

W drugiej kolejnosci zajmiemy si¢ zalezno$ciami miedzy liczba $cian, wierzchotkéw oraz
krawedzi w ostrostupach.

Rozpatrzmy zatem ostrostup, ktorego podstawg jest n-kat wypukty.
Wtedy:

« jestjeden wierzchotek ktory lezy poza podstawa ostrostupa, zatem ogolna liczba
wierzchotkéw w rozwazanym ostrostupie jest rowna n + 1,

» kazda z krawedzi podstawy ostrostupa jest jednym z bokow trojkatnej Sciany bocznej,
ktorej trzecim wierzchotkiem jest wierzchotek ostrostupa lezacy poza podstawa. Zatem
Scian bocznych jest tyle, ile jest krawedzi w podstawie, czyli nn, co wraz z podstawg daje
liczbe wszystkich Scian w ostrostupie, ktora jest rownan + 1.

» laczgc kazdy z wierzchotkow podstawy ostrostupa z wierzchotkiem lezgcym poza
podstawg otrzymamy krawedz boczng. Wynika stad, ze krawedzi bocznych jest tyle, ile
jest wierzchotkéw w podstawie graniastostupa, czyli n, co wraz z krawedziami
podstawy (jest ich rowniez n) daje taczng liczbe krawedzi ostrostupa, rowna 2n.

Twierdzenie: o liczbie wierzchotkéw, Scian oraz krawedzi w ostrostupie

Rozpatrzmy ostrostup, ktorego podstawa jest n-kat wypukty. Wowczas liczby:
w - jego wierzchotkow, s - jego $cian oraz k - jego krawedzi sa rowne
w=n+1s=n+1k=2n.

Przyktad 3

a) W pewnym ostrostupie wierzchotkow jest o 44 mniejniz krawedzi. Obliczymy, ile $cian
ma ten ostrostup.

Rozwigzanie

Korzystajgc z ustalen podanych w powyzszym twierdzeniu zapisujemy zalezno$c:
w+ 44 = k,skad n + 1 + 44 = 2n, czylin = 45.
Oznacza to, ze liczba $cian tego ostrostupa jest rowna s = n + 1 = 46.

Zauwazmy, ze w dowolnym ostrostupie réznica miedzy liczbg krawedzi i liczbg
wierzchotkow jest o 2 mniejsza od liczby krawedzi (k—w = n—1 = s-2).




b) Laczna liczba Scian, wierzchotkow i krawedzi pewnego ostrostupa jest liczbg
trzycyfrowa mniejsza od 105. Obliczymy, ile krawedzi bocznych ma ten wieloScian.

Rozwigzanie

Korzystamy z ustalen podanych w twierdzeniu. Otrzymujemy stad uktad nier6wnosci
9 <s+w-+k<105skad99 <n+1+n+1+2n < 105,

99 < 4n + 2 < 105,

97 < 4n < 103,

czylin € (244,253,

Oznacza to, ze n = 25, czyli jest tylko jeden ostrostup spetniajgcy warunki zadania,
w ktorym liczba krawedzi bocznych jest rowna 25.

W kolejnych przyktadach zajmowac si¢ bedziemy wlasnosciami wieloScianow wypuktych,
innych niz graniastostupy oraz ostrostupy.

Pozostajemy przy standardowych oznaczeniach:
w to liczba wierzchotkow wielo$cianu,

s - liczba jego Scian,

k - liczba jego krawedzi.

Ponumerujmy tez Sciany wieloscianu od 1 do s oraz oznaczmy liczb¢ bokow w Scianie ¢
przezn;, gdziet =1,2,...,s.

Wykazemy, ze w dowolnym wieloscianie wypuklym miedzy liczbg wierzchotkéw w, Scian s
oraz krawedzi k zachodza nastepujace zaleznosci:

e (1)2k > 3s
. (2)2k > 3w.

Aby je udowodni¢, bedziemy na dwa sposoby zliczali liczbe krawedzi, w odniesieniu do
liczby $cian oraz liczby wierzchotkow.

Zauwazmy, ze:

(1) poniewaz kazda $ciana to wielokat, ktory ma co najmniej trzy boki oraz kazda krawedz
wielo$cianu jest wspolna dla doktadnie dwoch $cian, wiec

2k=n; +ng9+ ... +ny > 3s,

(2) poniewaz w Scianie ¢ jest n; wierzchotkow (a to dlatego, ze w wielokacie wypuklym
wierzchotkow jest tyle samo co bokow), a takze z kazdego wierzchotka wieloscianu
wychodza co najmniej 3 krawedzie oraz kazda krawedz Iaczy 2 wierzcholki, wiec

2k =n; +ng9+ ...+ n, > 3w.

Te spostrzezenia koncza dowaod.

Przyktad 4



a) DwudziestoScian foremny to wieloScian, ktorego wszystkie Sciany sg przystajgcymi
trojkgtami rownobocznymi, przy czym kazdy wierzchotek dwudziestoScianu jest wspolny
dla 5 $cian. Obliczymy, ile krawedzi oraz ile wierzchotkow ma dwudziestoScian foremny.

Rozwigzanie
Ponownie wykorzystamy metode zliczania krawedzi na dwa sposoby.
Zauwazmy, ze:

» poniewaz kazda Sciana dwudziesto$cianu to trojkat, wiec ny =ng = ... = ngy = 3,

e poniewaz kazda krawedz wielo$cianu jest wspolna dla doktadnie dwoch $cian, wiec
2k =mn1+ny+ ... +n9 = 20- 3, skad k = 30,

e poniewaz z kazdego wierzchotka dwudziestoscianu wychodzi 5 krawedzi oraz kazda
krawedz Iaczy dwa wierzcholki, wiec bw = 2k = 60, czyli w = 12.

Uwaga. Poniewaz kazdy z katoéw tréojkgta rownobocznego ma miare 60°, wiec
wierzchotek wieloScianu foremnego, ktorego Sciany s przystajgcymi trojkatami
rownobocznymi, moze by¢ wspolny dla:

5 takich trojkatow (to omowiony powyzej przypadek dwudziestoScianu foremnego),
» 4 takich trojkatow - wieloscian o tej wlasnosci to oSmioScian foremny,
» Jtakich trojkatow - wieloscian o tej wlasnosci to czworoScian foremny.

Rozumujgc podobnie, jak w przyktadzie omowionym w podpunkcie a) obliczymy np. ze
o$mio$cian foremny ma k = 12 krawedzi oraz w = 6 wierzchotkow.

b) Dwunastoscian foremny to wieloscian, ktorego wszystkie Sciany sg przystajagcymi
pieciokatami foremnymi. Obliczymy, ile krawedzi oraz ile wierzchotkéw ma
dwunastoscian foremny.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze:

» poniewaz kazdy z katow pieciokata foremnego ma miare 108°, wiec kazdy
wierzchotek dwunastoscianu jest wspolny dla 3 Scian (dlan > 4 suma katow
ptaskich w narozu wieloscianu bylaby wieksza od 360°, co jest niemozliwe),

e poniewaz kazda Sciana dwunasto$cianu to pieciokat, wiec ny = ng = ... = njs =5,

» poniewaz kazda krawedz dwunasto$cianu jest wspolna dla doktadnie dwoch $cian,
wiec 2k =ny +ns+ ...+ n2 =12-5 = 60, skad k£ = 30,

e poniewaz z kazdego wierzchotka dwunastoscianu wychodza 3 krawedzie oraz kazda
krawedz Iaczy dwa wierzcholki, wiec 3w = 2k = 60, czyli w = 20.

Uwaga. Poniewaz wierzcholek wieloscianu wypuklego jest wspolny dla co najmniej 3
Scian i suma katow plaskich przy tym wierzcholku jest mniejsza niz 360°, wigc kat ptaski



przy wierzchotku wielo$cianu foremnego jest mniejszy niz 120°. Natomiast w n-kacie
foremnym, w ktorym n > 6, kat wewnetrzny spetnia warunek

(1—2)-180°" > (1—2)-180° = 2 - 180" = 120°. Wynika stad, ze nie istnieje
wieloscian foremny, ktorego sciang bylby wielokat foremny o liczbie bokow wigkszejniz 5

c) Pewien wieloscian ma 32 $ciany, kazda z tych Scian to albo pi¢ciokat foremny, albo
szeSciokat foremny, przy czym zadne dwie Sciany pigeciokgtne nie maja wspolnej
krawedzi.

Obliczymy, ile $cian pigciokgtnych ma ten wielo$cian oraz ile ma on ogétem krawedzi (k),
a takze ile jest jego wszystkich wierzchotkow (w).

Rozwigzanie

Oznaczmy: przez z - liczbe Scian pigciokatnych oraz przez y - liczbe¢ Scian
szeSciokatnych. Zatem = 4 y = 32.

Zauwazmy, ze poniewaz Scianami wieloScianu sg pieciokaty foremne oraz szesciokaty
foremne, wiec wierzchotek wieloScianu jest wspolny dla doktadnie trzech $cian, co
oznacza tez, ze z kazdego wierzchotka wychodzg doktadnie 3 krawedzie.

Wobec tego

(1) 2k = 3w = bx + 6y.

Jak wiemy, w wierzchotku wieloScianu wypuklego moga si¢ spotkac co najwyzejdwa
szeSciokaty foremne. Ponadto z warunkow zadania wynika, ze taki wierzchotek nie moze
by¢ wspolny dla dwoch lub trzech pieciokatow foremnych.

Oznacza to, ze kazdy wierzchotek rozpatrywanego wieloscianu jest wspolny dla dwoch
szesciokatow foremnych i jednego pieciokata foremnego, a wiec

(2) w = 5z.

Na podstawie wnioskow (1) i (2) otrzymujemy wigc rownanie
3-dx = dx + 6y,
ktore mozemy przeksztalci¢ do postaci z =

ofes

Y.

Stad y + %y = 32,awiecy = 20, czyli x = 12.
Wobec tegow = 512 = 60 oraz k = 3w = 3 - 60 = 90.

Zatem rozpatrywany wieloScian ma 12 Scian pieciokatnych, 20 Scian szeSciokgtnych, 90
krawedzi oraz 60 wierzchotkow.

Uwaga WieloScian rozpatrywany w podpunkcie ¢) (nazywany dwudziestoscianem
Scietym) mozna uzyskac przez odpowiednie Sciecie narozy w kazdym wierzchotku
dwudziestoScianu foremnego, omawianego w podpunkcie a).



Analizujac zwigzek miedzy liczbg wierzchotkéw (w), krawedzi (k) oraz $cian (s)

w graniastostupach i ostrostupach zauwazyliSmy, ze dla tych wieloScianéw prawdziwa jest
zaleznos¢

w—k+s=2.

Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze zaleznoS¢ ta jest prawdziwa dla kazdego
z wielo$cianow rozpatrywanych w poprzednim przyktadzie.

Przyktad 5

Wykazemy, ze zalezno$¢ w — k + s = 2 (nazywana wzorem Eulera dla wielo$cianow)
opisuje zwigzek miedzy liczbami wierzchotkéw (w), krawedzi (k) oraz Scian (s)
dowolnego wieloscianu wypuktego.

Dowod

Zaczniemy od rozlozenia brzegu wieloScianu na oddzielne $ciany, a nastgpnie bedziemy
sklejali sciany wieloScianu tak, aby ponownie ztozy¢ wieloScian do stanu poczatkowego.
Do prawidlowego ztozenia wieloScianu bedzie nam potrzebna jedynie informacija, ktore
dwie Sciany sgsiadujg ze soba przez wspolng dla nich krawedz (mozna o to zawczasu
zadbac¢ np. numerujac krawedzie i zapisujac ten numer przy krawedzi w kazdejz dwoch
jej wspolnych Scian).

Nastepnie ze zbioru, w ktorym sg wszystkie Sciany wieloScianu otrzymane w wyniku
omoOwionego podziatu wybierzemy jeden element. Tak otrzymana figura ma jedng Scian¢
oraz rowne liczby wierzchotkéw oraz krawedzi - na poczatku mamy wiec w — k+ s = 1.

W pierwszym kroku dokleimy sasiednig (wzgledem jednejz wybranych krawedzi) Sciang
do tej, ktora wybraliSmy na poczatku. Poniewaz doklejana Sciana ma z poczatkowa
wspolne 2 wierzchotki oraz 1 krawedz, wiec liczba dodanych wierzchotkow jest o 1
mniejsza od liczby dodanych krawedzi. Ale nasza figura zwigekszyta o 1 liczbe Scian, wiec
nadal prawdziwa jest rowno$¢ w — k + s = 1.

Do otrzymanej figury w kazdym kolejnym kroku bedziemy dokleja¢ nastepng Scian¢ w ten
sposob, zeby ostatnia doklejana Sciana bylta jedyna, ktora bedzie miata wszystkie
krawedzie i wierzchotki wspolne z figura otrzymang w poprzednim kroku.

Rozpatrzmy wiec kolejng doklejang Scian¢ i zal6zmy, ze nie jest to ostatnia Sciana do
doklejenia.

Oznaczmy wtedy przez n liczbe wspolnych krawedzi tej doklejanej Sciany z figura
otrzymang w poprzednim kroku.

Zauwazmy, ze wowczas zbior tych krawedzi tworzy tamang zwyczajng, w ktorejn — 1
wierzchotkow jest wspolnych dla doktadnie dwoch krawedzi lamanej, a ponadto sg
jeszcze 2 krancowe wierzchotki, ktore nie zamykajg tamanej. Oznacza to, ze doklejona

Sciana man + 1 wspolnych wierzchotkow z figurg otrzymang w poprzednim kroku.



Zatem w kazdym z omawianych przypadkow po doklejeniu Sciany liczba dodanych
wierzchotkow jest o 1 mniejsza od liczby dodanych krawedzi, a liczba $cian zwigkszyta
si¢ o 1. Stad dla otrzymanej figury prawdziwa jest rowno$¢ w — k + s = 1. Rbwnos¢ ta
jest wobec tego prawdziwa po doklejeniu przedostatniej Sciany.

Zauwazmy, ze kiedy doklejamy ostatnig $ciane, to wszystkie jej krawedzie i wierzchotki sa
wspolne z figura otrzymang w poprzednim kroku, wiec nie zmienig sie liczby w i k.
Natomiast liczba $cian zwigkszy sie w tym momencie o 1, wiec ostatecznie dostajemy, ze
dla dowolnego wielo$cianu wypuktego zachodzi rowno$¢ w — k + s = 2.

W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Uwaga. Do analizowania zaleznosci ilosciowych miedzy Scianami, wierzchotkami
i krawedziami (np. opisanych w powyzszym przyktadzie) przydatne bywa przedstawienie
wielo$cianu za pomoc3 jego ptaskiego modelu.

Przeksztalcajac wieloScian przy uzyciu rzutu Srodkowego z odpowiednio wyznaczonym
srodkiem i na stosownie dobrang ptaszczyzne, rownolegla do jednej ze Scian wieloScianu
(oznaczmy ja jako s1), mozna przedstawi¢ ptaski model brzegu wieloscianu, ktory speinia
nastepujace warunki:

e rzutSciany s; jest wypelniony przez rzuty pozostatych Scian,

e rzuty wybranych Scian maja wspolny wierzchotek wtedy i tylko wtedy, gdy te wybrane
Sciany wieloscianu majg wspolny wierzchotek,

» rzuty wybranych Scian maja wspolng krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy te wybrane
Sciany wieloscianu majg wspolng krawedz.

Otrzymany w ten sposob ptaski model wieloScianu nazywa si¢ diagramem Schlegela.

Ponizej przedstawiamy diagramy Schlegela (wraz z modelem bryty) kilku omawianych
wczesniej wieloScianow.

Dwunastoscian foremny



Przyktad 6

a) Korzystajac ze wzoru Eulera dla wieloscianow obliczymy liczbe Scian wieloScianu
wypuklego, wiedzgc, ze kazdy z jego wierzchotkow jest wspolny dla 5 trojkgtow
rownobocznych.

Rozwigzanie

Poniewaz kazdy z wierzchotkow wieloScianu jest wspolny dla 5 trojkatow
rownobocznych, wiec zachodza nastepujgce zaleznosci

2k = bw = 3s,

co oznacza, ze k = %s oraz w = %s.
Uwzgledniajgc otrzymane zaleznos$ci we wzorze Eulera otrzymujemy rOwnanie
3 3

+8— 58+ s=2,skad s = 20.

W ten sposob pokazaliSmy, ze zalozong wtasnos¢ ma jedynie dwudziestoscian (jest to,
oczywiscie, dwudziestoscian foremny).

W analogiczny sposob pokazujemy, ze:

» wieloScian wypukly, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest wspolny dla 4 trojkatow
rownobocznych to oSmio$cian foremny,

» wieloScian wypukly, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest wspolny dla 3 trojkatow
rownobocznych to czworoscian foremny,

» wieloScian wypukly, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest wspolny dla 3 kwadratow to
szes$cian,

» wieloScian wypukly, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest wspolny dla 3 pieciokgtow
foremnych to dwunastoscian foremny.

b) Korzystajgc ze wzoru Eulera dla wieloscianow wykazemy, ze w dowolnym wieloScianie
wypuklym liczba krawedzi (k), liczba wierzchotkow (w) oraz liczba $cian (s) spetniaja
nieroéwnosci:

k>6,w>4orazs > 4.

Dowod

Poniewaz dla dowolnego wielo$cianu wypuklego zachodza nieréwnosci
2k > 3s oraz 2k > 3w, wiec:

Ds+w< 2k+ 2k = +k,

cooznacza,ze s +w — k < %k,

zatem (na mocy wzoru Eulera dla wieloscianow) 2 < %k,
czyli k > 6. [



(2) 2k — 3w > 0,

skad 6 + k + 2k — 3w > 6 + k,

cooznacza, ze 3(2+ k —w) > 6 + k,

zatem (na mocy wzoru Eulera dla wieloscianéw) 3s > 6 + k;

korzystajac ze spostrzezenia poczynionego w podpunkcie a) otrzymujemy
3s>6+k>6+6=12,

czyli s > 4.1

(3)2k — 3s > 0,

skad 6 + k+ 2k — 3s > 6 + k,

cooznacza, ze 3(2+ k —s) > 6 + k,

zatem (na mocy wzoru Eulera dla wieloscianow) 3w > 6 + k;

korzystajgc ze spostrzezenia poczynionego w podpunkcie a) otrzymujemy
3Jw>6+k>6+6=12

czyliw > 4. [

Uwaga. Dla podsumowania zauwazmy, ze dla dowolnego wieloscianu wypuktego
prawdziwe s3 nastepujgce zaleznosci:

e 6+ k < 3s <2k,
e 6+ k< 3w < 2k,

gdzie k, w, s to - odpowiednio - liczba krawedzi, liczba wierzchotkéw oraz liczba $cian
wieloScianu.

Przyktad 7

W jedenastokgcie foremnym poprowadzono wszystkie przekatne.
Wiadomo, ze nie istniejg wsrod tych przekatnych takie trzy, ktore majg wspolny punkt
(zobacz rysunek).




Obliczymy, na ile cze¢sci zostal podzielony ten wielokat.
Rozwigzanie

Popatrzmy na powyzszy rysunek, jak na diagram Schlegela pewnego wieloscianu
wypuklego.

Wtedy dany jedenastokat foremny to Sciana s;, wiec szukana liczba czesci podziatu
wielokata to s — 1, gdzie s to liczba Scian wieloScianu prezentowanego na diagramie (jak
zwykle oznaczamy tez: k - liczba krawedzi, w - liczba wierzchotkow tak otrzymanego
wieloScianu).

Zauwazmy, ze

» liczba wierzchotkow tego wieloscianu jest rowna liczbie wszystkich wierzchotkow
jedenastokata w sumie z liczbg wszystkich punktow przeciecia par jego
przekatnych.

Poniewaz kazdy punkt przeciecia jest wyznaczony jednoznacznie przez czworokat,
ktorego wierzchotkami sg wybrane 4 wierzchotki jedenastokata, wiec (skoro

w jedenastokacie zadne trzy przekatne nie przecinajg si¢ w jednym punkcie) ta
ostatnia liczba jest rowna liczbie wszystkich 4-elementowych kombinacji zbioru 4-

11 11
elementowego, czyli ( 4 ) = 330. Wobec tego w = ( 4> +11 =330+ 11 = 341

» liczba krawedzi tego wieloScianu jest rowna liczbie wszystkich bokow jedenastokata
w sumie z liczbg wszystkich odcinkow, na ktore zostaty podzielone przekatne
wielokata (punkty podziatu to punkty wspolne par przekatnych - jak juz powyzej

11
obliczyliSmy, tych punktow jest < 4 >).
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Zauwazmy, w kazdym czworokgcie wypuklym punkt przeciecia przekatnych dzieli
kazda z nich na 2 czesci, zatem liczba wszystkich odcinkow otrzymanych

z wzajemnego podziatu par przekatnych jedenastokata to suma liczby jego
przekatnych oraz podwojonejliczby punktow podziatu, a wiec jest rowna

((121> — 11) +2- (141) =55 — 11 + 660 = 704.
11 11
Wobec tego k = 11 + ((2> —11) +2- (4) =55+ 660 = 715

Oznacza to, ze (na mocy wzoru Eulera dla wielo$scianow)
§=2+k—w=2+715— 341 = 376.

Wobec tego szukana liczba czeSci otrzymanych z podziatu jedenastokata jest rowna
s —1=2376 -1=375.

Uwaga. Rozumujac podobnie, jak w powyzszym przyktadzie mozna wykazac, ze:

» jezeli w n-kacie zadne 3 przekatne nie przecinajg si¢ w jednym punkcie, to liczba
czesci, na ktore te przekatne dziela dany wielokat jest rowna

3_1:1+(g)+(z)_n;

(na odpowiednio zinterpretowanym diagramie Schlegela widzimy wtedy model
wieloScianu wypuktego, w ktorym

o= (7) smomni- (2) <2 (%)

« jezeli na okregu pewnego kota wybierzemy n punktow tak, ze po poprowadzeniu
wszystkich cigciw o koncach w tych punktach zadne 3 cieciwy nie przecinaja si¢
w jednym punkcie, to liczba punktow podziatu kota tymi przekgtnymi jest rowna

1 n n

()« ()
(wystarczy zauwazyc, ze liczba tych podziatow jest o n wigksza od liczby podziatow
ustalonych dla wczesniej omawianego n-kata - tyle jest bowiem cze$ci podziatu kota
lezacych poza tym n-katem).

Stownik

k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbiodr zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego




liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n
, jest rowna

(n) o nne1) (k1)
p) = TR T T2k

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobdw, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna

ki-ky ... k,
reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztgczne, to liczba elementoéw zbioru
AjUA,U...U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow

Al,Ag,...,AnI

Ay UAs U UA,| = |AL| + |As| + ... + |4,



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Test

Kombinatoryka
w stereometrii

Sprawdzisz swojg wiedze dotyczaca:

« liczby $cian, krawedzi, wierzchotkéw
w ostrostupach,
« liczby $cian, krawedzi, wierzchotkéw
w graniastostupach,
« liczby $cian, krawedzi, wierzchotkéw
w wielo$cianach foremnych,
« liczby $cian, krawedzi, wierzchotkéw w innych
wielo$cianach wypuktych.

Liczba pytan: Limit czasu: Twoj ostatni

6 20 min "¢

‘ Uruchom ’




Polecenie 2

Utéz po jednym zadaniu w odniesieniu do:

liczby $cian, krawedzi, wierzchotkéw w ostrostupach,

liczby scian, krawedzi, wierzchotkdéw w graniastostupach,

liczby scian, krawedzi, wierzchotkdéw w wielo$cianach foremnych,

liczby $cian, krawedzi, wierzchotkdéw w innych, niz rozpatrzone wczesniej, wielo$cianach
wypuktych.

Zredaguj petne rozwigzanie wraz ze wszystkimi istotnymi uzasadnieniami. Zapisz odpowiedz,
podajac wynik jako liczbe naturalna.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Sposrdod wszystkich wierzchotkdw szescianu wybieramy trzy.

Oznaczmy:

przez a - liczbe wszystkich mozliwosci wybrania w ten sposéb wierzchotkdow tréjkata
rownobocznego,

przez b - liczbe wszystkich mozliwosci wybrania w ten sposéb wierzchotkow
rownoramiennego trojkata prostokatnego,

przez c - liczbe wszystkich mozliwosci wybrania w ten sposéb wierzchotkéw tréjkata
nierbwnoramiennego.

Ocen, czy ponizsze réwnania i nieréwnosci sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz te, ktore sg
prawdziwe.

S arvres ()
(] a>b

(] b>c

(] e>a



Cwiczenie 2 @)

Wykonany z jednego kawatka drewna sze$cian o krawedzi dtugosci n pomalowano na biato,
a nastepnie podzielono ptaszczyznami réwnolegtymi do jego $cian na n? szescianikow
jednostkowych.

Oznaczmy:

- przez a: dlan = 11, liczbe wszystkich takich szescianikdw jednostkowych, ktérych zadna
$ciana nie jest pomalowana na biato.

- przez b: dlan = 13, liczbe wszystkich takich szescianikdéw jednostkowych, ktérych
doktadnie 1 $ciana pomalowana jest na biato,

- przez c: dlan = 62, liczbe wszystkich takich szescianikow jednostkowych, ktérych
doktadnie 2 $ciany pomalowane s na biato,

- przez d: dlan = 200, liczbe wszystkich takich szescianikdw jednostkowych, ktérych
doktadnie 3 $ciany pomalowane s3 na biato.

Uporzadkuj rosnaco liczby a, b, ¢, d. Ztap element i przesun go w gére lub w dét.

b &
c s
a s
d s
Cwiczenie 3 @

Ten sam n-kat wypukty jest podstawg ostrostupa oraz podstawg graniastostupa. Dodano do
siebie sumy liczb $cian, wierzchotkéw, oraz krawedzi w obu tych wieloscianach. Jaka liczbe
otrzymano? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 1516

O 1518

O 1512

O 1514



Cwiczenie 4

Siatke pewnego wieloscianu wypuktego tworza 33 tréjkaty oraz 1 pieciokat.
Oznaczmy przez w liczbe wierzchotkéw tego wieloscianu.

Zaznacz nieréwnosci prawdziwe.

18 <w < 25

w < 52

w > 17

O o o

(] 26 <w< 51

Cwiczenie 5

Ponizej zapisane sa stwierdzenia dotyczace pewnych wieloScianow wypuktych.
Potacz w pary zdania, ktére charakteryzujg ten sam wieloscian.

Ten wieloscian wypukty ma 62
wierzchotki i kazda z jego $cian jest
czworokatem.

Ten wielos$cian wypukty ma 38
wierzchotkow i kazda z jego scian jest
pieciokatem.

Ten wieloscian wypukty ma 26
wierzchotkow i kazda z jego scian jest
trojkatem.

Ten wieloscian wypukty ma 26
wierzchotkow i kazda z jego scian jest
czworokatem.

Ten wielos$cian wypukty ma 48 Scian.

Ten wieloscian wypukty ma 60 Scian.

Ten wieloscian wypukty ma 60
krawedzi.

Ten wieloscian wypukty ma 48
krawedzi.



Cwiczenie 6

Pewien wielo$cian wypukty ma 62 $ciany i w kazdym jego wierzchotku spotykaja sie 2
czworokaty, 1 pieciokat i 1 tréjkat. Oblicz ile krawedzi ma ten wieloscian.
Zapisz w kratkach ponizej kolejno cyfry: setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz: ’ ‘ ’ ‘

Cwiczenie 7 @

W kazdym wierzchotku pewnego wielo$cianu wypuktego spotykajg sie 2 dziesieciokaty i 1
trojkat.

Oblicz sume liczby scian, liczby wierzchotkdéw oraz liczby krawedzi tego wieloscianu.
Zapisz w kratkach ponizej kolejno cyfry: setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz: ] \ ] \

Cwiczenie 8 @

Pewien wieloscian wypukty ma 24 wierzchotki. Wyznacz sume katéw ptaskich wszystkich
jego Scian. Zaznacz poprawng odpowiedz.

(O 24-180°
O 22-360°
(O 24-360°

O 22-180°



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Kombinatoryka w stereometrii

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow;

XlI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
Zakres rozszerzony 1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria,

z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzordéw na liczbe: permutacji,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu
zliczania elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje zadania polegajace na obliczaniu liczby wierzchotkow, $cian i krawedzi
w graniastostupach oraz ostrostupach,

 okresla zaleznosci miedzy liczbg wierzchotkow, liczbg Scian oraz liczbg krawedzi
w wieloScianach foremnych,

» wykorzystuje reguly kombinatoryczne oraz metody zliczania na dwa sposoby
elementow tego samego zbioru do obliczania liczby wierzchotkow, liczby $cian oraz
liczby krawedzi w wieloScianach spetniajacych okreslone warunki,



» wykorzystuje wzor Eulera w zadaniach dotyczacych wieloScianéw wypuktych.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego;
» metoda krokodyla.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Kombinatoryka w stereometrii” oraz cele, wybrana
osoba formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescia w sekcji ,,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie indywidualnie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ;ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcii
~Wprowadzenie”.



Praca domowa:
1. Uczniowie rozwiazuja testy samosprawdzajgce.
Materialy pomocnicze:

» Reguta mnozenia - wprowadzenie
e Regula mnozenia - jak wyznaczy¢ ilo$¢ obiektow spetniajacych okreslone warunki
» Modele kombinatoryczne z rozbijaniem na pary

Wskazowki metodyczne:

Testy samosprawdzajace mozna wykorzysta¢ jako material powtoérzeniowy przed
sprawdzianem.
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