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Zrédto: Antoine Dautry, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Pierwsze uklady rownan rozwigzywali juz kilka tysiecy lat temu matematycy zyjacy

w starozytnym Babilonie. Na znalezionych glinianych tabliczkach, archeolodzy odkryli
uktady rownan zapisane pismem klinowym. Nie przypominaja uzywanych przez nas symboli
matematycznych, jednak metody ich rozwigzywania, uzywane przez starozytnych
Babilonczykow, sa bardzo zblizone do tych, ktore stosujemy obecnie.

Twoje cele

» Przeksztalcisz uklad rownan tak, aby otrzymac uktad rownowazny.
e Rozwiazesz uklad rownan liniowych metodg podstawiania.



Przeczytaj

Definicja: Uktad réownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema (tymi samymi) niewiadomymi nazywamy
koniunkcje dwoch rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac:

a1+ by =c
asT + byy = ¢y’

gdzie:

x oraz y - niewiadome,

a1, az, by oraz by — wspotezynniki przy niewiadomych odpowiednio x oraz y,
c1 i ca — wyrazy wolne.

przy czym przynajmniejjedna liczba z pary liczb a; i ag oraz b; i bs jest rézna od zera.
Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem takiego ukladu rownan jest kazda para liczb spelniajgcych jednoczesnie
kazde rownanie danego uktadu rownan.

Przy czym taki uktad rownan moze miec¢ jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele
rozwigzan lub nie mie¢ rozwigzania.

Definicja: Réwnowazne uktady réwnan

Dwa uktady rownan liniowych z tymi samymi niewiadomymi nazywamy réwnowaznymi,
gdy maja ten sam zbior rozwigzan.

Twierdzenie: Réwnowazny uktad réwnan

Jesli z jednego uktadu rownan wyznaczymy jedng niewiadomg i otrzymane wyrazenie
podstawimy do drugiego réwnania, to uktad rownan ztozony z pierwszego rownania i tak
przeksztatlconego drugiego roOwnania jest rownowazny danemu.

Aby otrzymac¢ rownanie rOwnowazne, mozemy wykonac kazde z przeksztatcen:
e uproszczenie wyrazenia znajdujacych sie po kazdej stronie rownania;

e pomnozenie obu stron danego rownania przez te¢ samg liczbe (to samo wyrazenie),
ktora w dziedzinie rownania nie przyjmuje wartosci rownych zeru;
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» dodanie do obu stron danego rownania takiej samejliczby (tego samego wyrazenia).
Przyktad 1
Rozwigzemy rownanie 2 - (3 + z) + 4 = &2

Opuszczamy nawias znajdujgcy si¢ po lewej stronie rownania.

6+ 2z +4 = =

Redukujemy wyrazenie znajdujgce si¢ po lewej stronie rownania.
2z +10 = mTJ“r’

Mnozymy obie strony rownania przez 2.

4r4+20=x+5

Przenosimy niewiadome na lewg stron¢ rownania, a wyrazy wolne na prawa strone¢
(dodajemy do obu stron rownania takg samg liczbe /takie samo wyrazenie).

4 —x =5 —20

Dzielimy obie strony rownania przez liczbe 3 znajdujacq si¢ przy niewiadome;j.
3z = —15

OtrzymaliSmy rozwigzanie rOwnania.

T = —5.

Przyktad 2

Aby wyznaczy¢ z rownania jedng z kilku niewiadomych, postepujemy podobnie jak
podczas rozwigzywania rownan z jedng niewiadoma. Mozemy zatem mnozy¢ lub dzieli¢
obie strony rbwnania przez to samo niezerowe wyrazenie, czy tez przenosi¢ wyrazenia
na drugg strong¢ rownania. Chcemy, aby wyznaczana zmienna znajdowata si¢ po jedne;j
stronie rownania, a wszystkie pozostate zmienne oraz liczby - po drugiej stronie.

Przeksztalcimy rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi tak, aby wyznaczy¢ z niego
wskazang niewiadoma.

3r+2y=5-(z+y)+4
Wyznaczymy niewiadoma .

Opuszczamy nawias znajdujgcy si¢ po prawej stronie roOwnania.



3z +2y =5 +5y+4

Dodajemy do obu stron réwnania wyrazenie (—2y).
3z =5z +3y+4

Dodajemy do obu stron rownania wyrazenie (—5z).
—2x =3y +4

Dzielimy obie strony réwnania przez (—2).
T=-3Y- 3

WyznaczyliSmy z rownania niewiadoma z.

T = —%y — 2

Wyznaczymy teraz niewiadoma y.

Opuszczamy nawias znajdujgcy si¢ po prawej stronie roOwnania.
3z +2y =5z +5y+4

Dodajemy do obu stron rownania wyrazenie (—5y).
3z — 3y =5z +4

Dodajemy do obu stron rownania wyrazenie (—3zx).
—3y =2z +4

Dzielimy obie strony rownania przez (—3).

WyznaczyliSmy z rownania niewiadoma y.

_ 2 4
Rozwigzywanie ukladow réwnan metoda podstawiania polega na:
e wyznaczeniu dowolnejniewiadomej z jednego z rownan ukladu,

o podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rownan w miejsce wyznaczonej
niewiadome;j,

e rozwigzaniu otrzymanego rownania z jedna niewiadoma,

e podstawieniu otrzymanejwartosci niewiadomej do pierwszego rownania.
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Warto zastanowic sie, ktorg z niewiadomych wyznaczy¢. Ma to wptyw na stopien trudnosci
rozwigzywanego rownania z jedna niewiadoma.

Przyktad 3

—3r+2y=2>5
2r+y=4

Dany jest uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi {
Wyznaczymy niewiadoma z z pierwszego rownania.
—3r+2y=>5

—3z=—-2y+5|:(-3)

T=3y-3

Wyznaczymy z pierwszego rownania niewiadoma y.
—3r+2y=>5

2y=3z+5|:2

y=3gz+3

Wyznaczymy teraz niewiadomg x z drugiego roéwnania.
2c+y=4

20 = —y+4]:2

T = —%y + 2

Wyznaczymy z drugiego rownania niewiadoma y.
2r+y=4

y=—2x+4

Mozemy tatwo zauwazyc¢, ze najlepszym wyborem jest wyznaczenie niewiadomejy
z drugiego rownania. W pozostatych pojawity si¢ utamki, co bedzie podnosic stopien
trudnosci rozwigzania rownania otrzymanego po podstawieniu tego wyrazenia.

Przyktad 4

Rozwigzemy metodg podstawiania uktad rownan z Przykladu 3.

—3zx+2y=>5
2 +y =4
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Wyznaczamy niewiadomg y z drugiego réwnania.

—3r+2y=>5
y=—2zx+4

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do pierwszego rownania w miejsce niewiadome;j y.

—3z+2-(—2x+4)=5
y= 2z +4

-3z -4 +8=25
y=—2x+4

Rozwigzujemy pierwsze rownanie.

{—7:6 = 3] (-7)

y=—2z+4

Otrzymang warto$¢ x podstawiamy do drugiego rownania.

3
{2137
3

Otrzymali$my pare liczb, bedaca rozwigzaniem uktadu rownan

Przyktad 5

x—2y=10

Dany jest uktad rownan { Sty — 6

Rozwigzemy ten ukiad stosujac metode podstawiania.

Wyznaczamy niewiadoma z z pierwszego réwnania.
(MoglibySmy tez wyznaczy¢ y z drugiego rownania. Sprobuj samodzielnie rozwigzac
ukiad w ten sposob).

z=2y+10
or+y==6

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do drugiego rownania w miejsce niewiadomej x.

{m=2y+10
5-(2y+10)+y=6

Rozwigzujemy drugie rownanie.



x=2y+10
10y +50+y =6

x=2y+ 10
11y = —44
{:c:2y+ 10

y=-

Otrzymang warto$¢ y podstawiamy do pierwszego rownania i obliczmy wartos¢
niewiadomej x.

z=2-(—4)+10
{y==—4

OtrzymaliSmy pare liczb, bedaca rozwigzaniem uktadu rownan

T =2
y=—4
Przyktad 6

W niektorych uktadach rownan wygodniej jest wyznaczy¢ wyrazenie zawierajace
niewiadomg (np. 3z, 2y).

20 + Ty =12

Rozwigzemy metodg podstawiania uktad rownan { b4 3y—2°

Wyznaczamy wyrazenie 2z z pierwszego rownania.

20 = =Ty + 12
2-(2z)+3y=2

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do drugiego rownania w miejsce wyrazenia 2.

20 = Ty + 12
2-(=Ty+12) 4+ 3y =2

Rozwigzujemy drugie rownanie.

20 = Ty + 12
—14y+ 24+ 3y =2



Otrzymang warto$¢ y podstawiamy do pierwszego rownania i obliczmy wartos¢
niewiadomej .

20 = —7-2+12
y=2

20 = —2
y=2

OtrzymaliSmy pare liczb, bedgca rozwigzaniem uktadu rownan
z=-—1
y=2

Stownik

uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktad réwnan postaci:

aix +biy=c1
a2z + b2y = c2

réwnowazne uktady réwnan

uktady rownan liniowych - uktady z tymi samymi niewiadomymi, ktore majg ten sam
zbior rozwigzan

metoda podstawiania

metoda polegajaca na wyznaczeniu dowolnej niewiadomej z dowolnego réwnania
i podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rownan w miejsce wyznaczonej
niewiadome;j




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zastosowania metody podstawiania do rozwigzywania uktadéw
rownan przedstawionymi w animacji. Nastepnie wykonaj samodzielnie Polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D5gXbKsrv

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy rozwigzywania uktadoéw rownan liniowych
metoda podstawiania.

Polecenie 2

3z + 5y = —10

Rozwiaz uktad rownan {
T—y=2

Woybierz takie podstawianie, aby otrzymac najprostszg posta¢ rownania z jedng niewiadoma.


https://zpe.gov.pl/a/D5gXbKsrv

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Wskaz wszystkie zdania prawdziwe

0 Rozwiagzujac uktad rownan metoda podstawiania, mozemy wyznaczy¢ niewiadoma y
tylko z drugiego réwnania.

0 Rozwigzujac uktad réownan metoda podstawiania, mozemy zamienia¢ kolejnos¢
réownan.

0 Rozwigzujac uktad rownan metoda podstawiania, mozemy wyznaczy¢ dowolng
niewiadoma z dowolnego réwnania tego uktadu.

0 Rozwigzujac uktad rownan metoda podstawiania, mozemy wyznaczy¢ niewiadomg
x tylko z pierwszego réwnania.

Cwiczenie 2 3

Uzupetnij wyznaczone miejsca, wyznaczajac z rownania wskazang niewiadomga. Wpisz
poprawne liczby.

e 3z +y=2 :>y=‘ ’a:—I—‘ ’

- 5z +15y =5 :>a::‘ ’y+‘ ’
ot |
. %x—l,Syzl :>a::‘ ’er‘ ’

. —10z+2y=12 = y=




Cwiczenie 3

Potacz w pary rownowazne uktady réwnan.

5 + 10y = 8 x+Ty=>5
3z — 6y =3 x=30—2y
{0,5$+3,5y:2,5 {zr:—|—y:12
% %y:10 y=—2z—10
3x — 2y = Tx — 6y =3
Tx — 6y = 2y =3z — 8
12—z —-y=0 r=2y+1
0=10+2z+y 5z 4+ 10y = 8

Cwiczenie 4

3z —2y=4
x+2y=4
niewiadomg z jednego z rownan. Wskaz wszystkie poprawne podstawiania, ktére pozwola
rozwigzac ten uktad.

Aby rozwigza¢ uktad réwnan { metoda podstawiania, nalezy wyznaczy¢

(] z=-2y—4
(] 2y=—z+2
(] 2y=3z—14
() z=2y+2



Cwiczenie 5

Posortuj w odpowiedniej kolejnosci uktady rownan, ilustrujace rozwigzanie uktadu

18z + 12y = 48
Tx —2y=—-3

x=20,5
2y =6,5
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Cwiczenie 6

Na wykresie przedstawiono ilustracje graficzng uktadu réwnan. Korzystajac z metody
podstawiania, znajdz wspotrzedne punktu przeciecia sie prostych.
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4 — 2y = 12
1,5y +2x =1

Cwiczenie 7
Rozwigz uktad rownan metoda podstawiania {

Cwiczenie 8

rTt+y=m

w zaleznosci od parametru m.
20 —y =3

Wyznacz rozwigzanie uktadu réwnan {



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Metoda podstawiania rozwigzywania ukladow réwnan z dwiema niewiadomymi
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje w zakresie wielojezycznosci
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

o przeksztalca uktad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad rownowazny
» rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metodg podstawiania
e tworzy algorytmy rozwigzywania uktadow rownan liniowych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» stacje eksperckie
e analiza przypadku



o dyskusja
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem animacji

Formy pracy:

» praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie bedg pracowac metodg stacji eksperckich.

3. Osmiu uczniow tworzy cztery grupy eksperckie, ktore przygotowujg informacje na
temat metod rozwigzywania rownan.

4. Eksperci prezentuja w dowolnie wybranej formie, przygotowane przez siebie
wiadomosci. Przygotowujg cztery stacje eksperckie.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie - eksperci kolejno prezentujg przygotowane przez siebie informacje. Po
prezentacji odpowiadajg na pytania pozostatych uczniow i wyjasniajg watpliwosci.

I. Rownowazne przeksztalcanie rownan.
Uczniowie mogg wykorzysta¢ Przyktad 1z czeSci ,Przeczytaj.

II. Wyznaczanie z rOwnania wskazanej zmienne;j.
Uczniowie mogg wykorzysta¢ Przyktad 2 z czesSci ,Przeczytaj.

III. Rownowazne przeksztalcanie ukladow réwnan liniowych.
Uczniowie mogg wykorzysta¢ Przyktad 3 z czesSci ,Przeczytaj.

IV. Rozwiazywanie uktadow rownan liniowych z dwiema niewiadomymi metoda
postawiania.
Uczniowie moga wykorzysta¢ Przyklad 4 i Przyklad 5 z czeSci ,Przeczytaj”

2. Pracujgc w parach, uczniowie zapoznajg si¢ animacjg i wykonuja polecenie 2.

3. Nauczyciel dzieli uczniéw na cztery grupy, ktore podchodza do stacji informacyjnych.
Kazda z grup zadaniowych, rozwigzuje przygotowane przez ekspertow zadania.



4. Eksperci wspierajg pozostatych uczniow, wyjasniaja watpliwosci. Nauczyciel nadzoruje

prace grup.
5. Po wykonaniu zadan z danego zakresu, grupy zadaniowe przechodza do kolejnej staciji.
6. Uczniowie w parach rozwigzuja zadania z ¢wiczen 1-4. Rozwigzania zadan uczniowie
zapisuja w zeszycie, sprawdzajgc w materiale ich poprawnosc.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen. Nauczyciel
i uczniowie - eksperci wyjasniajg watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, omawia prace ekspertéw oraz wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow, udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 5-8.
Materialy pomocnicze:

» Rozwigzywanie rownan pierwszego stopnia z jedng niewiadoma
» Przeksztalcanie wzorow
» Uklad rownan liniowych

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia wiadomosci z lekcji oraz
podczas lekcji powtorzeniowych z dziatu ,,Uktady rownan liniowych”.
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