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Mnozenie wielomianu przez dwumian

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com.

Szczegblnymi przypadkami wielomianow sg jednomiany, dwumiany czy trojmiany.
Dwumian to wielomian bedacy sumg dwoch jednomianow. Mnozenie dowolnego
wielomianu przez dwumian to krok w kierunku ogoélnego obliczania iloczynu dwoch
dowolnych wielomian6w jednej zmiennej. Czesto duzo wazniejsza - i bywa, ze trudniejsza -
jest czynno$¢ odwrotna, czyli przeksztalcenie wielomianu zapisanego w postaci ogolnej do
postaci iloczynowe;j.

Twoje cele

o Pomnozysz wielomian jednejzmiennej przez dwumian.
» Zastosujesz ,sprzezenie” dwumianu w przeksztalceniach algebraicznych.
e Przeanalizujesz przyklady zastosowan wzoréw skroconego mnozenia do szybkiego

wyznaczania iloczynu wielomianu przez dwumian.



Przeczytaj

Dwumianem nazywamy wyrazenie, ktore jest sumg dwoch jednomianow.

Dwumian jest wielomianem postaci F(z) = pz® 4 gz™ (zakladamy, ze p # 01i g # 0).
Dwumian G(z) = pz* — qz™ zwyczajowo nazywany jest ,,sprzezeniem” dwumianu F(z).
Przyktad 1

Podamy sprzezenia dwumianow:

a. 2z + 5,
b. 5% — Tz,
c. ol + zc7,
d.z® — 1.

Rozwigzanie:
a.2r — 5,

b. 5z? + Tz,

c.ztt — 27,

d.z? + 1.
Wazne!
Aby wykona¢ mnozenie wielomianu
W(z) = apz™ + ap_12" ' 4+ ...+ a1z + ag

przez dwumian F(z) = pz* + ¢z™, nalezy kazdy wyraz wielomianu W (z) pomnozy¢
przez kazdy wyraz dwumianu F'(z):

W(z)- F(z) = F(z) - W(z) = (pz" + qz™) - W(z) = pz* - W(z) + qz™ - W ().
Mnozenie to jest przemienne.
Przyktad 2
Wykonamy mnozenie (5z% — ?) - (27 — 22* + 5z + 3).
Rozwigzanie:

« Mnozymy 53 przez kazdy sktadnik wielomianu (a:7 —2z* + 5z + 3):
52" — 102" 4 252" 4 152°.



javascript:void(0);

« Nastepnie mnozymy (—z?) przez kazdy sktadnik wielomianu (z” — 2z* + 5z + 3):
—x% + 225 — 53 — 322,

e Pododaniu, pogrupowaniu i zredukowaniu wyrazéw podobnych uzyskujemy:
5210 — 2% — 1027 + 22 + 25z* + 1023 — 322

Mnozac dwumian przez jego ,sprzezenie”, mozemy skorzystac¢ ze wzoru skroconego
mnozenia na réznice kwadratow.

e (3z+5)-(3z —5) = 9z2 — 25,

7o't — 52°%) - (Tz!! + 52%) = 49z — 25218,

o —$2+m)-(—w2—x)::c4—zc2.

(

. (337—1)-(m7+1) =z -1,
(

Przyktad 3

Wyznaczymy warto$ci parametrow m, p, q, dla ktérych wielomiany
F(z) = z® — 22° — 8z* + 62 + Tx? + px + g oraz
G(z) = (2% + m) (z* — 223 — 522 — 8) sarowne.

Rozwigzanie:

Wykonujemy mnozenie i przedstawimy wielomian G w postaci uporzadkowane;j:
G(z) = 2% — 225 — bz* — 82% + mz?* — 2mz® — 5mz? — 8m

G(z) = 2% — 225 + (m — 5)z* — 2mz3 + (—5m — 8)z? — 8m

Wielomiany tych samych zmiennych sg réwne, jesli sg tego samego stopnia
i wspotczynniki stojace przy zmiennych w tych samych potegach sg rowne.

Wspotczynniki przy zmiennych w potedze szostej sa rowne, podobnie w potedze piate;j.
Poréwnamy zatem pozostate wspotczynniki:

o przyzt:

o przy x>

6 =—-2m
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m = —3
o przy z*:
—5m—-8=7
m=—3
W kazdym przypadku otrzymaliSmy dla m te samg liczbe, zatem m = —3.
W wielomianie G nie ma wyrazu w pierwszej potedze, zatem: p = 0

Na koniec porownujemy wyrazy wolne: ¢ = —8m, co daje: ¢ = (—8) - (—3) = 24

Zatem wielomiany F'i G sa rowne, jesli: m = —3,p = 0,q = 24.
W mnozeniu wielomianu przez dwumian mogg pomoc wzory skroconego mnozenia.

Przyktad 4

Przyklady zastosowania wzoréw skroconego mnozenia w mnozeniu wielomianow przez

dwumian (z + 1) oraz przez dwumian (z — 1):
e (z+1)-(z—1) =221,

e (-1 (@P+z+1)=2*-1,

(
(
(z+1)- (2> —z+ ) s +1,
)~ (
)~ (

e (x—1) 24 —|—ac—|—1)—:c -1,

N IL’+1 w2n 2n1 .—$+1):$2n+1+1.
Stownik

wielomian

wyrazenie, ktore jest sumg jednomianow;
wielomian mozna zapisa¢ w postaci

W(z) = apz™ + ay 12" 1+ a, 22" 2+ ...+ a22® + a1z + aq
dwumian

wyrazenie, ktore jest sumg dwoch jednomianow;
dwumian to wielomian postaci F(z) = pz* + qz™ (zaktadamy, ze p # 01i q # 0);
dwumian G(z) = px* — qz™ jest zwyczajowo nazywany ,sprzezeniem” dwumianu F(z)
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja multimedialng przedstawiajagca mnozenie wielomianu przez
dwumian, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Polecenie 2
Wykonaj mnozenie i przedstaw w postaci uporzadkowanej otrzymane sumy.
o 2. (5:1:7 — 4x2) . (a:3 — bz —x+ 11),

° (xloo + 3.’.310) . (51720 + 23315 + 31.10 + 4335),

. (322 -

I

z) - (242" — 602° — 362° + 12z).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

(O 6x° — 35z* 4 3923 + 392% — 8z — 77
O 2t — 1923 — 1522 —z + 17

(O 6x° — 35z% 4 3923 + 3922 + 8z — 77
O 6x® + 7z* — 5923 — 3122 + 36z + 77

(O —15z* + 35z + 2522 — 10z — 55
Cwiczenie 2
Potacz w pary réwne wyrazenia.
(2z—3)(z' -2 +2> —z+1)
2z —3)(z* —2® — 22—z +1)
(2z+3)(z' —2® —2*+z—1)

2z +3)(z* + 23 + 22+ z +1)

Obicz (2z — 7) (3:1:4 — 7x3 — 522 4+ 22 + 11). Zaznacz poprawna odpowiedz.

2¢° — bxt + 23 + 22+ 52 — 3
22° +z* — 52> — 22+ 2 — 3
22° — 5zt + 523 — 522 + 52 — 3

22° + 52% + 52° + 522 + 5z + 3



Cwiczenie 3

Wykonaj mnozenia. Otrzymane wyrazenia, uporzadkuj od wyrazenia najwyzszego stopnia do
wyrazenia najnizszego stopnia.

3z —7) - (22 — 5az* +9) =
(22° 4 92%) - (2* — 6z — 8) -
(z*=17) - (z*+7) $
(1—122°) - (332 — 423 — 222 + 4) -
(52 — z7) - (42° + 92° — 132?) =



Cwiczenie 4 Q@

Przyporzadkuj kazdemu z wielomianéw dziatanie, ktérego wynikiem jest wzér tego
wielomianu.

W(z)=2"—1
(«8 — et -+ -z +1
(z+1) || (z—1) || (2*—1) ’
Wia) 2 11 (24 + 2% + 1) ‘(332+1)’
(z* —2° +1)
(a: +2° + 2t + 2 + 22 —|—:13—|—1:
W(z) =20 +1

W(z)=25-1




Cwiczenie 5
Wskaz wszystkie iloczyny, ktérych wynikiem jest 525 — 325 + z* — 8022 + 48z — 16.

() (= +2)(5a® — 13a* + 272% — 5422 + 28z — 8)
() (z—2)(5z° + 7z + 152° + 30z* — 20z + 8)
() («* —4) (52" — 32® + 212 — 12z + 4)
() (22 +4)(52* — 3z — 1922 + 12z — 4)
) (z*—16)(52° — 3z + 1)

Cwiczenie 6

Wstaw brakujace wspétczynniki:

(2 = 4)( @t @t ot )=

= 228 — 527 4+ 326 + 25 — 823 4+ 2022 — 122 — 4

2] (=2 ] (=) = =) = (3




Cwiczenie 7 @

Wykonaj mnozenia. Zaznacz odpowiednim kolorem iloczyn i odpowiadajgcy mu wynik.

Kolorem zielonym zaznacz iloczyny dajace w wyniku dwumian z* — 625.

Kolorem szarym zaznacz iloczyny dajace w wyniu dwumian z* — 6252

Kolorem fioletowym zaznacz iloczyny dajace w wyniku dwumian z% — 1.

Kolorem pomaranczowym zaznacz iloczyny dajace w wyniku dwumian z% 4 1.

{zielony} (a:2 — 25) . (a:z + 25){/zielony}

{fioletowy}(z — 1) - (:135 +axt+ 3+ 2+ + 1){/ﬁo|etowy}
{szary}(x + 25) - (w?’ — 25332){/szary}

{pomaranczowy} (ac2 + 1) . (:134 — 2+ 1){/pomarar’1czowy}
{fioletowy} (:)32 — 1) . (ac4 + x4 1){/ﬁo|etowy}

{zielony}(z — 5) - (333 + 522 4 252 + 125){/zielony}
{szary}(z — 25) - (2° + 25a%){/szary}

{fioletowy}(z + 1) - (2° — z* + 2 — 2® + & — 1){/fioletowy}

Cwiczenie 8 @

Wiadomo, ze (z + a)(z* — 62° — 152% — 4z — 4) = 2° + bz’ + cz® + dz® + ex + f.
Wyznacz wartosci parametrow a, b, ¢, d i e. Wpisz prawidtowe liczby.

Parametr Wartos¢

a

b




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Mnozenie wielomianu przez dwumian

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres roszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

ll. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e mnozy wielomian jednejzmiennej przez dwumian;

» wykorzystuje ,sprz¢zenie” dwumianu w obliczeniach;

« analizuje przyklady zastosowan wzorow skroconego mnozenia do szybkiego mnozenia
wielomianu przez dwumian;

« analizuje i formutuje wiasnosci iloczynu wielomianu przez dwumian.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
i ¢wiczenia interaktywne;

o dyskusja;



o liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Podanie przez nauczyciela tematu i celow lekcji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow
kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow o przedstawienie wiadomosci
uzyskanych po zapoznaniu si¢ z treSciami sekcji ,Przeczytaj”

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z prezentacja multimedialng. Zapisujg
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci w wykonywaniu zadania
prezentowanego w prezentacji, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorej
nauczyciel wyjasnia niezrozumiate momenty rozwigzania.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum klasy i komentowane przez nauczyciela.

3. Nauczyciel dzieli klase na 5-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-6 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 7-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

» Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.



Praca domowa:

Uczniowie opracowujg infografike ilustrujgca zasady mnozenia wielomianow przez
dwumian.

Materiaty dodatkowe:

» Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian
o Wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias

Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze zosta¢ wykorzystana jako zadanie domowe lub przy
powtorzeniu materiatu. Moze by¢ tez wykorzystana na zajeciach poswieconych
przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych.


https://epodreczniki.pl/a/mnozenie-sumy-algebraicznej-przez-jednomian/DuyM3OK3G
https://epodreczniki.pl/a/wylaczanie-wspolnego-czynnika-przed-nawias/D1H7ZvIc2

