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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Nauczytes si¢ juz rozwigzywac nieréwnosci typu:tgz > a,tgz < a,tgz < a,tgz > a,
gdzie a jest liczbg rzeczywista. W tym e-materiale bedziemy sprowadzac¢ trudniejsze
nierownosci trygonometryczne do postaci zapisanych powyzejnierownosci. Przypomnimy
sobie takze typowe techniki rozwigzywania nieréwnosci. Nauczysz si¢ rozwigzywac
nierownosci typu: tg 3z > tg2z.

Twoje cele

» Nauczysz sie¢ rozwigzywac nieréwnosci trygonometryczne z parametrami.
e Przypomnisz sobie typowe techniki rozwigzywania nieréwnosci.



Przeczytaj

Na lekcji zapoznamy si¢ z przykladami nieréwnosci z funkcja tangens. Bedziemy
w szczegolnosci rozwigzywac nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng. Przypomnijmy zatem,
jak rozwigzujemy takie nieréwnosci.

Podstawowg metodg jest rozwazanie przypadkow.

Zatem kazdg warto$¢ bezwzgledna rozwazamy w dwoch przypadkach w zaleznosci od tego,
jakiego znaku jest wyrazenie znajdujace sie pod warto$cig bezwzgledna.

Na przyklad wyrazenie |2z — 3| mozna zapisa¢ nastepujaco:
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Przyktad 1

Rozwigzemy nier6wnos¢ tg 2z tg(% + 33) > 0.
Rozwigzanie

Zapiszmy zatozenia.

Aby istniat tg2z: @ # T + %, gdzie k € Z.

Aby istniat tg(% + :c): 5 +x # 5 + km, gdzie k € Z.

Rysujemy dwa wykresy funkcji y = tg 2z oraz y = tg(% + m) i odczytujemy dla jakich
argumentow we wspolnej dziedzinie funkcje y = tg2z iy = tg(% + :13) maja ten sam
znak lub jedna z nich przyjmuje wartosc¢ 0.

Wykres funkcji y = tg 2z otrzymujemy przeksztatcajac wykres funkcji y = tgx
w powinowactwie o osi Y i skali %

Wykres funkcji y = tg(g + :c) otrzymujemy przeksztatcajac wykres funkcji y = tgz
w przesunieciu o wektor [— R O} .

Okresem zasadniczym funkcji y = tg 2z jest T1 = 5. Okresem zasadniczym funkciji
Y= tg( 5 + a:) jest Tp = m. Zatem mozemy rozwigza¢ nier6wnosc na przedziale

o dtugosci  np. (0, 7), a nastepnie uogolni¢ na catg dziedzine.
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Z wykresow odczytujemy rozwigzanie nieré6wnosci (% + km, % + k:ﬂ'), gdzie k € Z.
Przyktad 2

Rozwigzemy nieré6wnos¢ tg(m — x)|tg z| > 3.

Rozwigzanie

Najpierw, korzystajac ze wzoréow redukcyjnych zapiszmy, ze tg(m — z) = — tgx.
Nieréwno$¢ przyjmuje posta¢ —tg z|tg x| > 3, czyli tg z|tg x| < —3.

Zauwazmy, ze jezeli tgx > 0, to nierownosc¢ nie jest speiniona dla zadnego argumentu.

Jezelitgx < 0, to nierébwno$¢ z zadania przyjmuje postac tg? z > 3. Zatem w potgczeniu
z zalozeniem tg z < 0 otrzymujemy nierdwnosé tgz < —v/3.

Zatem rozwigzaniem jest zbior (—4 + km, — % + kn), gdzie k € Z.
Przyktad 3

Rozwigzemy nieréwnos¢ [tgx + 2| < 2tgz + 1.

Rozwigzanie

Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1

Niechtgax + 2 > 0.


javascript:void(0);

Wowczas nierownos¢ przyjmuje postac tgx + 2 < 2tgx + 1.

Po uwzglednieniu zatozeniatgxz + 2 > 0 dostajemy 1 < tgz.

Rozwigzaniem nierownos$ci w przypadku 1. jest zbior (% +km, 5 + kw), gdzie k € Z.
Przypadek 2

Niech tgz + 2 < 0.

Wowczas nierowno$c¢ przyjmuje postac —tgx — 2 < 2tgz + 1.

Dostajemy —3 < 3tgz, czyli —1 < tgz.

Przy zalozeniu, ze tgx + 2 < 0 otrzymujemy sprzecznosc.

Zatem rozwiazaniem nieré6wnosci jest zbior (% + km, 5 + kw), gdzie k € Z.

W przykladzie 4 zaprezentujemy metode podstawiania. Metode te stosujemy wtedy, gdy
nier6wnos¢ np. trygonometryczng mozemy sprowadzi¢ do nierownosci wielomianowej
poprzez podstawienie w miejsce funkcji trygonometrycznej nowejzmiennej. Oczywiscie,
po zakonczeniu rozwiazywania nierownosci z nowg zmienng, nalezy rozwigzac
odpowiednie proste nierownosci trygonometryczne.

Przyktad 4

.. . .. 2%
ROZWIE}ZGmy N1erownosc 1 g;t > \/§
—tg°x

Rozwigzanie

PrzenieSmy wyrazenie z prawej strony nierownosci i sprowadzmy do wspolnego
mianownika

2tgz—V/3(1-tg?z)

ila > 0.

Nierownosc¢ jest rownowazna nierOwnosci
(\/gtgzx +2tgx — \/5) (1—tg?z) > 0.
Podstawmy t = tgz.

Otrzymujemy nierownos¢ wielomianowa
(V32 +2t—V3)(1- 1) > 0.

Znajdujemy pierwiastki trojmianu V3t2 + 2t — /3.




A=4+4-/3-/3=16

Vbt =2

t= 2V/3

—2-4
23
Zatem wielomian W (t) = (\/§t2 + 2t — \/§) (1 — ¢*) ma pierwiastki 1, (—1), (—\/5),

V3

3

Rysujemy wykres wielomianu W (t).

YA

Rozwigzaniem nieréwnosci (\/5152 +2t—+/ §) (1 — %) > 0jest zbior

(—x/§,—1) U (@,1).

Zatem —/3 < tgz < —11lub @ <tgz < 1.

. . . . , . 2tgx
Stad otrzymujemy rozwigzanie nier6wnosci s V3,

(=% + km,—Z + kr) U (E + km, T + k), gdzie k € Z.

Stownik
rozwiazanie nierownosci

zbior wszystkich elementow dziedziny nieréwnosci, ktore spelniajg te nieréwnos¢



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z animacja, a nastepnie wykonaj polecenie.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6drELRn1

Film nawigzujgcy do treSci materialu na temat rozwigzywania nieréwnosci z funkcjg
tangens.

Polecenie 2

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby = # % gdzie k € Z zachodzi nieréwno$¢ tg? = + tgéw > 2



https://zpe.gov.pl/a/D6drELRn1

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wskaz rozwiazanie nieréwnosci tg x tg 22 > 0.
O (=% +km, T +kn),gdziek € Z
O (kr, % + kn), gdziek € Z
O (=% +km kr) U (kr, T + kr), gdzie k € Z

O (_Z + km, kw), gdziek € Z

Cwiczenie 2

Wskaz rozwigzanie nieréwnosci tg z|tg z| < 1.
O (=% +km,—F + k) U (kr, T + kn), gdziek € Z
O (%+kw,%+kw),gdziek€Z
O (=% +km, T +kn) gdziek € Z

O (_% + km, k:7r>, gdziek € Z




Cwiczenie 3

Potacz w pary nieréwnosci, ktére majg takie samo rozwigzanie.

itgx — 2| < |tgx + 1]
itgz — 3| > tgx
2tgz — 1| < [2tgz + 3|
itgz| > tgx + 2
Cwiczenie 4

W puste pole wstaw odpowiednig wartosé.

Rozwigzaniem nierownosci

tg>x — tgx > 0jest zbiéri gdzie k € Z.

tgr < %
% <tgz
tgr < —1

—% <tgzw

(g k) [ (5 ) [

u>|=1
l"|=1
m|3

—+k7r) ’




Cwiczenie 5

Wskaz nieréwnosci, ktérych rozwigzaniem jest zbiér rowny dziedzinie nieréwnosci.

(] tga:+tg%>1—:c—m2

) tgz(wx)+m2x—2x2+%5

(] tgw+tg%21—w—m2

(] tgza:—l—tgém >1—z—z?

2 1 2, 15
(] tg (m:)-l—tgz,(—m)>a:—2a: + 3

L >1—2z—22
€T

D tg2x+ tg

Cwiczenie 6

Nieréwnos¢ tg? & — tgx — 2 < 0 ma takie samo rozwiazanie jak nieréwnos¢

O tgx—1] <2
O |2tgz—1| >3
O |12tgz —1] > 2

O |2tgz—1| <3

Cwiczenie 7

Rozwiaz nieréwnos¢ tgb z — Ttg2z — 6 < 0.



Cwiczenie 8

Rozwiaz nieréwnos¢ tg 2z < tgx.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie nieréwnosci z funkcja tangens

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

6) rozwiazuje rownania i nieréwnos$ci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wigkszym
niz w przykltadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1, 2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwigzuje nierownosci trygonometryczne funkcjg tangens z parmetrem,
» wykorzystuje podstawowe tozsamosci trygonometryczne do rozwigzywania rownan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza ucznioéw szczegotowo w temat lekcji: ,Rozwigzywanie
nierownosci z funkcjg tangens” i jej cele. Moze postuzy¢ si¢ wyswietlong na tablicy
zawartoscia sekcji ,Wprowadzenie”.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg sie indywidualnie z trescig sekcji ,Animacja”. Zapisujg ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Rozwigzywanie nierownosci z funkcjg tangens”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

