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Zastosowania przyblizonych wartosci funkcji

trygonometrycznych
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Ziemia widziana z Ksiezyca

Zrédto: The New York Public Library, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Przyblizong odlegto$¢ Ziemi od Stonca (obarczong bardzo duzym btedem) jako pierwszy
policzyt Arystarch. Wymyslit on bardzo pomystowa metode, polegajaca na pomiarze kata
zawartego miedzy kierunkiem do Ksiezyca a kierunkiem do Stonca - w momencie, gdy
oSwietlona byta doktadnie potowa tarczy Ksiezyca. Arystarch przyjat, ze wtedy Ksiezyc jest
wierzchotkiem kata prostego trojkagta prostokgtnego Ziemia - Ksiezyc - Stonce. Z tego
trojkata tatwo policzy¢, ile razy dalej z Ziemi jest do Stonca niz do Ksiezyca.



Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Twoje cele

o Wykorzystasz definicje funkciji trygonometrycznych katow ostrych do rozwiazywania
trojkatow prostokatnych.

o Korzystajgc z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora znajdziesz przyblizone
wartosci funkcji trygonometrycznych lub wartosci katow.

» Zastosujesz funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow

w figurach ptaskich oraz obliczania pdl figur.



Przeczytaj

W tym materiale zastosujemy przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych do
rozwigzywania zadan, w ktorych obliczy¢ nalezy dtugos$¢ boku lub miare kata.

Wykorzystamy w tym celu definicje funkcji trygonometrycznych.
Definicja: Sinus kata o

Sinusem kata a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatne;j
przeciwleglejdo kata a do dtugosci przeciwprostokatne;j.

Definicja: Cosinus kata o

Cosinusem kata a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej przyleglej do kata a do dlugosci przeciwprostokatne;j.

Definicja: Tangens kata «

Tangensem kata a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnej przeciwlegltej do kata a do dtugosci drugiej przyprostokatne;.

Przyktad 1

Katy miedzy bokami i wysoko$cig trojkata sg odpowiednio rowne 33° i 27°. Obliczymy
pole i obwdd tego trojkata wiedzac, ze jego wysokos$¢ h ma dlugos¢ 4 cm. Wynik podamy
z doktadnoscig do 0,1 cm.

tréjkat ADC b
jest prostokatny,
> poniewaz C'D
e Kosci
iw6ikat CDB jest wysokoscia
jest prostokatny,)

Przyjmijmy oznaczenia:




|CD| = h - dlugos$¢ wysokosci trojkata ABC

Do obliczenia pola trojkata potrzebna jest dtugos¢ boku A B, ktory jest suma odcinkow
iy.

Poniewaz tréojkat ADC jest prostokatny, to korzystajgc z funkcji tangens wyliczymy «:
+ =tg 27", odczytujemy z tablic: tg 27" ~ 0, 5095

z="h-tg27° ~4-0,5095 = 2,038 ~ 2

T~ 2cm

Poniewaz tréjkat C'D B jest prostokatny, to korzystajac z funkcji tangens wyliczymy y:
+ =tg 33", odczytujemy z tablic: tg 33° ~ 0, 6494

y=h-tg33°~ 40,6494 = 2,5976 ~ 2,6

Yy~ 2,6 cm

dtugos¢ podstawy AB trojkata ABC: |AB| =z +y=a

|AB|~2+2,6=4,6=aqa

|AB| ~ 4,6 cm

Pole trojkata obliczymy ze wzoru:

464
P~ 5 —9,2
P~ 9,2 cm?

Przejdziemy teraz do wyliczenia obwodu trojkata ABC. W tym celu, wykorzystujac
funkcje trygonometryczne, podamy dtugosci bokéw AC' i CB.

Dtugo$¢ boku AC wyznacz korzystajac z funkcii cosinus:
g y ymy ystajq ]
% = c0s 27°, odczytujemy z tablic cos 27° =~ 0, 891

|AC| = ks ~ a7 ~ 4,48933 ~ 4,5

|AC| ~ 4,5 cm

_|C}’LB\ = cos 33°, odczytujemy z tablic cos 33° ~ 0, 8387



(OBl = ol =~ yasar ~ 4,7693 ~ 4,8

|CB| ~ 4,8 cm

Obwdd trdjkata jest suma dtugosci jego bokéw: O = |AB| + |CB| + |AC|
O~4,6+4,8+4,5=13,9

O ~13,9cm

Odpowiedz:

Pole trojkata wynosi w przyblizeniu 9,2 cm? ajego obwéd okoto 13,9 cm.
Przyktad 2

W rombie dane sg: bok dlugosci 10 cm i kat ostry 50°. Obliczymy dtugosci przekatnych
i pole rombu. Wynik podamy z doktadnoscig do 0,01 cm.

Przypomnijmy:

Romb jest czworokatem o wszystkich bokach rownych, jest szczegolnym przypadkiem
rownolegloboku. Przeciwlegle boki rombu s3 rownolegle, przekatne dzielg sie na potowy
i s3 wzajemnie prostopadte; sg one rownoczesnie dwusiecznymi katow.

50° \

a

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
h - wysoko$¢ rombu,
a - dlugos¢ boku rombu, a = 10 cm.

Do wyznaczenia pola rombu skorzystamy ze wzoru:

P=a-h



Aby wyliczy¢ pole rombu musimy wyznaczy¢ jego wysoko$¢ h.

Wysokos¢ jest prostopadta do boku a, mozemy wiec skorzysta¢ z funkciji sinus.
% = sin 507, odczytujemy z tablic: sin 50° ~ 0, 7660

2 ~0,7660, zatem: h ~ 10 - 0, 7660 = 7,66

h ~ 7,66 cm

Podstawimy wyliczone wartosci ,a” i ,h” dowzoru P = a - h:
P=a-h~10-7,66 = 76,6

P ~ 76,60 cm?

Obliczymy teraz dtugosci przekatnych rombu.

W rombie:

1. przekatne dzielg si¢ na potowy i s3 wzajemnie prostopadte;
2. przekatne sa dwusiecznymi katow.

Przyjmijmy oznaczenia:

|AC| = d - dlugos¢ dtuzszej przekatnej rombu
|DB| = e - dlugosc¢ krotszej przekatnej rombu
Trojkat AOB jest trojkatem prostokgtnym.

Dtugosci przyprostokatnych tego tréjkata:


javascript:void(0);

|AO| :%-di\BO\ = %-e
40| o o ,
TAB| — C€OS 25° i cos 25° ~ 0,9063 (odczytane z tablic)

1 1
1.d d

= cos 25° zatem: 25- ~ 0,9063, co daje: 1 -d~0,9063 - 10

a

W ostatecznos$ci: d ~ 20 - 0,9063 = 18,126 ~ 18,13

d~ 18,13 cm

}ﬁ—% — sin 25° i sin 25° ~~ 0, 4226

le . L .

2% — 5in25° zatem 2 ~ 0,4226, co daje: e ~ 20 - 0,4226 = 8,452 ~ 8,45

e~ 8,45 cm
Odpowiedz:

Pole rombu wynosi okoto 76, 60 cm?. Dtugosci przekgtnych sg w przyblizeniu rowne:
18,13 cm oraz 8,45 cm

Przyktad 3

W réwnoramiennym trojkacie prostokatnym ABC: |AC| = |CB| = a = 6 cm. Obliczymy
miary katéw, na jakie dzieli kat C AB $rodkowa poprowadzona z wierzchotka A. Wynik
podamy z doktadnoscia do 1°.

Trojkat ABC jest rownoramienny i prostokatny, wiec |[{CAB| = | ABC| = 45°
|AC| = |CB|=a=6cm

|BD| = |DC| = 4 = 3 cm, bo AD jest érodkowa.


javascript:void(0);

Trojkat AC'D jest prostokatny, wiec mozemy zastosowac funkcje tangens:

\DC| _
A_C‘ = tg «, zatem

a
2

2 =tga,stad tg a = % =0,5.

a 26736’ ~ 27°,botg 26°36’ ~ 0,5008

a~27°

45" —a=45" —27° =18°

B~ 18"

OdpowiedZ:

Srodkowa poprowadzona z wierzchotka A dzieli kat { CAB nakaty: a ~ 27° i B ~ 18°.
Przyktad 4

Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (0, 0), B = (6, 0), C' = (3, 4). Wyznaczymy katy
trojkata. Wynik podamy z doktadnoscig do 1°.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

C'D jest wysokoscia
trojkata ABC.

Z rysunku: punkt D ma wspolrzedne: zy = 3, yp = 0 wiec trojkat ABC jest
roOwnoramienny:

. |AC| = |BC|
« |[£CAB| = |£ ABC|

Rozwazmy trojkat BDC"



|BD| =3,|CD| =4

g—g} =tgai % =tg o

tga = 4 ~ 1,3333 zatem o ~ 53°
Suma katow w trojkacie wynosi 180°:
a+a+ =180°stad f = 180" — 2«
B~ 180° —2-53° = 180° — 106° = 74°
OdpowiedZ:

K3ty maja nastepujace miary: 53°, 53°, 74°.
Przyktad 5

Dana jest prosta o rownaniu y = 2z + 1. Wyznacz kat nachylenia tej prostej do osi X.
Wynik podaj z doktadnoscigdo 1°.

Dwa rozne punkty jednoznacznie wyznaczajg prostg, zatem aby narysowac prosta
musimy zna¢ wspolrzedne dwoch punktow lezacych na prostejy = 2z + 1.

daz=0,y=2-0+1=1,A= (0, 1)

daz=1y=2-1+1=3 B=(1, 3)

Z rysunku wynika, ze:

tga = % = 2stad a ~ 63°24' ~ 63°



Odpowiedz:
Prosta y = 2z + 1 jest nachylona do osi X pod katem ok. 63°.
Wazne!

Zauwaz, ze dla dowolnej prostejy = ax + b, a = tg a:

Y2 — U

> X
y=a-x+b
Wyznaczymy rzedng punktu o odci¢tej O:
y1=a-0+b=0>
Wyznaczymy rzedng punktu o odcietej1:
Yyp=a-1+b=a+b
Z rysunku wynika, ze:
tga =L = er)_b —at+b-—b=a

Wspolczynnik kierunkowy a prostej y = ax + b jest tangensem kata nachylenia tej
prostej do osi X:

a =tg o
Przyktad 6

Jacek widzi czubek drzewa pod katem 32°. Po przejSciu 1,5 m w strone drzewa, jego
czubek widzi pod katem 40°. Obliczymy jaka jest wysoko$¢ drzewa, jesli oczy Jacka sa na



wysokosci 1,2 m. Wynik podamy z doktadnosciag do 1 cm.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

40° 8

7 1,5m

1,2m

Korzystamy z definicji tangensa w trojkgcie prostokatnym:

tg40” = L

_ _h_ . _h
L = Tga0° ~ 10,8301

tg32” = x—l—h1,5

Odczytujemy z tablic: tg 32° ~ 0,6249 i tg40° ~ 0, 8391.
0,6249 - (x+1,5) =h

0,6249z + 0,93735 = h

0,6249 - 5w + 0,93735 = h| - 0,8391

0,6249h + 0, 786530385 = 0,8391h

0,786530385 = 0,2142h | : 0,2142

h~3,67m

Odpowiedz:

Wysokos¢ drzewa wynosi okoto 487 cm.

Przyktad 7

_——



3sina—cos «

Wyznaczymy miare kata ostrego a, jesli: <=2

=4—tg a.

Rozwigzanie:

3sina—cos a
cos o

=4—tga

3dsina _ cosa __ 4— thz

Cos & Cos

3tga—1=4—tga
4tga="5]|:4
tga=32=1,25

4

W tablicach wartosci funkcji trygonometrycznych odszukujemy kat, dla ktérego wartos¢
tangensa jest najblizsza liczbie 1, 25.

Zatem: o ~ 51°.
Odpowiedz:

Kat & ma miare okoto 51°.

Stownik
romb

czworokat o wszystkich bokach rownych, jest szczego6lnym przypadkiem
rownolegtoboku; przeciwlegle boki rombu s3 rownolegtle, przekatne dzielg sie na potowy

i s3 wzajemnie prostopadte; s one rownoczesnie dwusiecznymi kgtow



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujgcg zastosowanie przyblizonych wartosci funkcji

trygonometrycznych. Nastepnie rozwigz zadania i pordwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dhh8mzMIG

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania przyblizonych wartosci funkcii
trygonometrycznych.

Polecenie 2

W réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym przyprostokatna ma dtugosé a = 8. Oblicz
dtugosci odcinkéw, na jakie dzieli te przyprostokatng dwusieczna przeciwlegtego kata. Wynik

podaj z doktadnoscig do 0,01 cm.
Polecenie 3

W tréjkacie réwnoramiennym podstawa ma dtugos¢ 16 cm, a pole tréjkata réwna sie 40 cm?

. Oblicz miary katow tego tréjkata. Wynik podaj z doktadnoscig do 1°.


https://zpe.gov.pl/a/Dhh8mzMlG

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest tréjkat prostokatny o kacie ostrym 62 °i krotszej przyprostokatnej dtugosci 2.
Dtugosé przeciwprostokatnej w tym tréjkacie (z doktadnosciag do dwdch miejsc po przecinku)
WYNosi:

O 0,94
O 4,26
O 2,27

O 1,06

Cwiczenie 2 @)

Cwiczenie 3
W rombie dane s3: bok dtugosci 5 cm i kat rozwarty o mierze 153°. Wybierz zdania
prawdziwe.

Krétsza przekatna tego rombu (z doktadnoscia do 0, 1 cm) ma dtugos¢ 2,7 cm.
Pole tego rombu (z doktadnoscia do 0,01 cm?) wynosi 22,7 cm?.

Wysokos¢ tego rombu (z doktadnoscia do 0,01 c¢m) wynosi 2,27 cm.

O o o 0O

Dtuzsza przekatna tego rombu (z doktadnoscig do 0,1 cm) ma dtugo$¢ 9,7 cm.




Cwiczenie 4

Dany jest tréjkat ABC' o wysokosci h = 10 i katach jak na rysunku. Podaj dtugosci odcinkow
x, Yy, z, w. Wynik zapisz w postaci utamka dziesietnego (z doktadnoscia do 0, 1).

21,4,15,9,12,3, 23,7

A

Cwiczenie 5

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A, w ktorym

|AB| = 10 cm, |AC| = 12 cm. Wybierz (z doktadnoscia do 1°) miary katéw, na jakie dzieli
kat AC B $rodkowa poprowadzona z wierzchotka C.

17°123°

22°i23°

17°140°

o O O O

23°i40°



Cwiczenie 6

W trojkacie prostokatnym ABC' (zobacz rysunek ponizej), przyprostokatna AC ma dtugosé 6,
a kat ABC ma miare 36°.
Z wierzchotka A poprowadzono dwusieczng kata BAC.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

Prawda Fatsz

Druga przyprostokatna
w tym tréjkacie (z
doktadnoscig do 0,01) ma O O
dtugosc 8§, 26.

Odcinek x (z doktadnoscia
do 0, 01) ma dtugosc¢ 11, 78. O O

Odcinek y (z doktadnoscia
do 0, 01) ma dtugos¢ 5, 20. O O



Cwiczenie 7

Dana jest prosta o réwnaniuy = 7 + 2%33. Kat nachylenia tej prostej do osi X
z doktadnoscig do 1° ma miare:

O 67°
O 22°
O 82°

O 68°

Cwiczenie 8

Wyznacz miary katow w tréjkacie prostokatnym, jesli tangens jednego z nich 3 razy wiekszy
od sinusa tego kata.

Cwiczenie 9 @

Oblicz pole czworokata ABC' D, jesli promien okregu opisanego na tym czworokacie ma
dtugosé 6. Przyjmij, ze kat AOB ma miare 100°, gdzie O - $Srodek okregu opisanego na
czworokacie ABCD, a tréjkat ABC' jest rownoramienny. Wynik podaj z doktadnoscig do 0, 1




Cwiczenie 10 @

Na szczycie pewnego wzniesienia wybudowano zamek. Szczyt wiezy zamku wida¢ z pewnego
punktu pod katem 52°, a szczyt wzniesienia pod katem 48°. Jaka jest wysoko$¢ wzniesienia,
jesli wysokos$¢ wiezy zamku wynosi 24 m. Wynik podaj z doktadnoscia do 0, 01 m.

Cwiczenie 11 @

Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (—5; —1), B = (0; —6), C = (0; 11). Wyznacz miary
katow tego trojkata.

Miara kata ABC z doktadnoscig do 1° wynosi ‘

Miara kata AC' B z doktadnoscig do 1° wynosi ‘

Miara kata BAC' z doktadnos$cig do 1° wynosi ‘




Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie przyblizonych wartoS$ci funkcji trygonometrycznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45° 1 60°;

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

3) znajduje za pomoca tablic lub kalkulatora przyblizong wartos$¢ kata, jesli dana jest wartos¢
funkciji trygonometrycznej;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

VIIL. Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach
plaskich oraz obliczania pol figur.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:
Uczen:

e korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomocg kalkulatora

 oblicza miar¢ kata ostrego, dla ktorego funkcja trygonometryczna przyjmuje dang
wartos¢

» wykorzystuje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych do wyznaczania
dtugosci odcinkow w figurach ptaskich

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzaca do ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny
e burza mozgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podaja definicje funkcji trygonometrycznych (zapisujq je na tablicy).
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:



1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materialu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj’

. Uczniowie w grupach analizujg przyklady zawarte w sekcji ,Przeczytaj”

[\

. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.
. Uczniowie ogladajg animacje i omawiajq ja wraz z nauczycielem.

S U1 A~ W

. Uczniowie rozwiazujg zadania znajdujace si¢ pod animacja.
7. Uczniowie rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okreslajg co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:

» Trojkatyiich wlasnosci
 Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze zaproponowac chetnym uczniom przygotowanie prezentacji opisujace;j
metode wyznaczenia odlegtosci Ziemi od Stonca. Materialy zawarte w multimedium
uczniowie mogg wykorzysta¢ w przygotowaniu si¢ do lekcji. Umozliwi im to wystgpienie na
zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/trojkaty-i-ich-wlasnosci/Dp4OWTyJp
https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

