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Obliczanie wyrazow ciggu okreslonego wzorem

A AALE

ogolnym

Zrédto: Paul Bergmeir, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wz6ér to symboliczny sposob wyrazania informacji. Wzor matematyczny najczesciej jest
zapisany z uzyciem wyrazenia algebraicznego i ma charakter algorytmiczny.

Wzory pomagajg opisywac $wiat rzeczywisty za pomoca modeli matematycznych i sa
pomocne przy tworzeniu przyblizonych rozwigzan problemow z kontekstem realistycznym.

W tym materiale pokazemy, jak wykorzysta¢ wzor ogolny ciggu do wyznaczania wyrazow
tego ciggu. I odwrotnie - majgc dane niektore wyrazy ciggu, wyznaczymy wzor tego ciagu.

Twoje cele

o Wyznaczysz dany wyraz ciggu, korzystajac ze wzoru ogdlnego lub sumy kolejnych
poczatkowych wyrazéw ciggu.

» Wyznaczysz wzor og6lny ciaggu, majac dane niektore wyrazy ciagu.

o Okreslisz wlasnosci ciggu, na podstawie jego wyrazow.




Przeczytaj

Jednym ze sposobow okreslenia ciggu jest podanie wzoru na n-ty wyraz tego ciggu. Wzor
ten nazywamy tez wzorem ogolnym ciggu. Na podstawie wzoru ogélnego mozna podac
wiele wlasnosci ciggu i okresli¢c dowolny jego wyraz.

Uwaga!

W tym materiale bedziemy zakladac, ze dany ciag liczbowy okreslony jestdlan € N,.
Przyktad 1

Ciag (a,) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = n - 2" 1. Obliczymy wyrazy a;, ag, Gn1.
Do wzoru ciggu w miejsce n podstawiamy kolejno: 1, 10, n + 1.

ap=1-2"1=1

ajp=10-2%"1=10.2° =10 512 = 5120

Ui = (n+1)-20T1 1 = p.2n 4 on

Przyktad 2

Wyznaczmy te wyrazy ciggu (b,,) okreslonego wzorem ogdlnym
b, = n*(n — 11) + 36(n — 1), ktére sa réwne 0.

Przeksztalcamy wzor ogolny ciggu, wykonujac wskazane dziatania.
b, = n*(n — 11) + 36(n — 1)
b, =n® — 11n” + 36n — 36

Chcemy roztozy¢ na czynniki wyrazenie po prawej stronie znaku rownosci. Zapisujemy
wiec prawa strone rownosci tak, aby mozna bylo pogrupowac¢ odpowiednio wyrazy
i wylaczy¢ wspolny czynnik przed nawias.

b, =n> —9n? — 2n? 4 18n + 18n — 36

b, = (n® — 2n*) — (9n* — 18n) + (18n — 36)
b, =n?(n—2) —9n(n —2) + 18(n — 2)

b, = (n — 2)(n* — 9n + 18)

Pozostaje jeszcze roztozy¢ na czynniki wyrazenie w nawiasie.




b, = (n—2)(n* — 6n — 3n + 18)

by = (n — 2)[n(n — 6) — 3(n — 6)]

b, = (n—2)(n — 3)(n — 6)

Szukamy wyrazow ciggu, ktore sg rowne 0.

0=(n—2)(n—3)(n—=6)

n—2=0=n=2

n—3=0=n=3

n—6=0=n==6

Wszystkie otrzymane liczby sg naturalne, zatem rowne 0 s3 wyrazy b,, bs, b.
Przyktad 3

Okreslimy, ile wyrazow ciggu (a,) okreslonego wzorem ogdlnym a,, = 2212 to liczby
catkowite.

Przeksztalcamy wzor ciggu tak, aby wyrazenie po prawej stronie zapisa¢ w postaci sumy
liczby catkowiteji ulamka algebraicznego.

5n—10 _ 5n _ 10

an = n T on n

Aby wyrazenie 5 — % przyjmowato wartosci catkowite, liczba n musi by¢ dzielnikiem
liczby 10.

Zatemn € {1, 2, 5, 10}. Cztery wyrazy ciggu to liczby catkowite.
Przyktad 4

Znajdziemy najmniejszy wyraz ciagu (b,,) okreslonego wzorem ogélnym
b, =n? — 17n — 29.

Wykres ciggu (b, ) sktada sie z punktow lezacych na paraboli, bedgcej wykresem funkciji
f(x) = x> — 17z — 29. Ramiona paraboli skierowane sg ku gorze, wiec najmniejsza
warto$¢ funkcji f znajduje sie w wierzchotku paraboli.

Znajdujemy pierwszg wspolrzedna wierzchotka paraboli.



Interesujace nas argumenty muszg by¢ liczbami catkowitymi. Zatem ¢ = 8 lubx = 9.
Czylin = 8 lubn = 9. Obliczamy i porownujemy warto$ci wyrazow bg i by.

by =82 —17-8—-29 =64 —136 —29 = —101

by =9>—17-9—29 =81 — 153 — 29 = —101

bs = by

Dwa najmniejsze wyrazy ciagu to bg i bg.

Nie zawsze znamy wzor lub regule okreslajacg cigg. Majac danych tylko kilka poczatkowych
wyrazow ciggu, trzeba samodzielnie odkry¢ ogoélng zasade. W prostych przypadkach
odkrycie takiejreguly nie przedstawia wiekszych trudnosci. Jednak nie zawsze tak jest.

Przyktad 5
Kolejne poczatkowe wyrazy ciagu (a,) to: +, 5, 3, 2, %, ... Wykazemy, ze liczba
ag + agg jest wicksza od 100.

Znajdziemy najpierw wyraz ogolny ciggu.

Zauwazmy, ze liczniki utamkow to kwadraty kolejnych liczb naturalnych dodatnich.
Mianowniki to kolejne liczby naturalne, poczawszy od 2. Zatem:

12

ar = 111
_ 2
a2 = 329
_ 3
a3 = 311
_ 4
a4 = 73
2

_ n
an = n+1

Obliczamy sume ag + agy.

_ 9 99> _ 81 9801
a9 +a99 = 5717 t+ 9917 — 10 T 100

ag + agg = 1001 — 106,11 > 100

Definicja: Suma ciagu




Sumg n poczatkowych wyrazow ciggu (a,) nazywamy wyrazenie
S, = a1 +as+...+a,,

gdzien € N,.

Przyktad 6

Obliczymy wyrazy a; i ag ciggu (a,), w ktorym suma n poczatkowych wyrazow okreslona
jest wzorem

Sp=Mm+1)(n—2)

Obliczamy pierwszy wyraz ciggu.
ag=58=2-(-1)=-2
Zauwazmy, ze

ap = S, — Sp1

Obliczamy szosty wyraz ciggu.

ag = S — S5

ag=T-4—6-3=28—18 = 10

Stownik
suma ciagu
sumg n poczgtkowych wyrazéw ciggu (a,,) nazywamy wyrazenie

S, = a1 + as+...+a,,

gdzien € N
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady zamieszczone w prezentacji multimedialnej. Staraj sie najpierw

samodzielnie znalez¢ rozwigzania, a nastepnie poréwnaj z zamieszczonymi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRCxnNhNr

Polecenie 2

’ ’ . ’ ’ 2_ .
Sprawdz, ktérym wyrazem ciagu (a,,) okreslonego wzorem ogdlnym a,, = ZQ—JFE jest g—?.


https://zpe.gov.pl/a/DRCxnNhNr

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2
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Pokaz ¢éwiczenia: O @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Cztery kolejne (niekoniecznie poczatkowe) wyrazy ciagu (a,,)
okreélonego wzorem ogélnym a,, = (—1)" - % to:

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = n + 2. Ciag (b,,) okreslony jest wzorem
ogélnym b,, = W”_E) Piaty wyraz ciagu (c,,) okre$lonego wzorem ¢, = a,, - b, jest réowny:



Cwiczenie 3

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = —2 + 4™ + 10™. Zaznacz, ktére zdanie jest
prawdziwe, a ktore fatszywe.

Prawda Fatsz

Kazdy wyraz tego ciggu jest O O
podzielny przez 2.

Dziesigty wyraz ciggu jest

wiekszy od wyrazu O O
dwudziestego.

Najmniejszy wyraz ciggu
jest wiekszy od 10. O O

Wyraz a,, 1 jest rowny
2(5-10" +4" —1). O O

Cwiczenie 4

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdélnym a,, = 4 - (—%)n dla liczby n wiekszej od dwéch..
Uzupetnij réwnosci, przeciggajac odpowiednie liczby.

Anil __
An B F F .
ani1 — Qn = (_%)"
ap—2 — ( ~E)n 24—n
o] -3 |[=e][=t] 4] [2] (2] [1]
Cwiczenie 5
Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdélnym a,, = @. Uzupetnij réwnosci, wpisujac

odpowiednie liczby.

as =| |
a2—|—a4:‘ ’
o — arg =] |

2as = |




Cwiczenie 6

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = n® — 13n? + 20n + 100. lle wyrazéw tego
ciggu jest rownych zero?

O 1
O 2
O 3

O 0

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze kazdy wyraz ciagu (an) okreslonego wzorem ogélnym
an = 2(n — 1) = (n+ 1)(n — 4) jest dodatni.

Cwiczenie 8 @

Wyznacz wzdr ogdlny ciagu (a,,) wiedzac, ze a1 + apio = 8n+6ia, 1 —apo = —4.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie wyrazow ciggu okreslonego wzorem ogélnym
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza dany wyraz ciagu, korzystajgc ze wzoru ogolnego lub jego sumy

 oblicza wzor og6lny ciggu, majac dane niektore wyrazy ciaggu

 okresla wlasnosci ciggu, na podstawie jego wyrazow

e prowadzi proste rozumowania, rowniez oparte na analogii, rozwigzujac problemy
z teorii ciggow

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e papierowa wstega
e bezludna wyspa



Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujac w parach, metoda papierowej wstegi, powtarzajag wiadomosci na
temat ciggow (z kartonu wycinajg dtugi pasek — moze byc¢ skrecony i na tym pasku na
przemian zapisuja pozyskane wczesniejinformacje na temat ciggow).

2. Po skonczonej pracy wymienig si¢ wstegami z sgsiadami z sgsiedniej tawki. Odczytujg
zapisane na wstedze sgsiadow wiadomosci, ewentualnie dopisujg to, czego tam nie ma
i wstege podaja dalej. W ten sposob wszystkie pary uczniow przypomng sobie pozadane
wiadomosci.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujga w matych grupach (3 - 4 osobowych) metoda bezludnej wyspy -
uczniowie wyobrazaja sobie, ze wylgdowali na bezludnej wyspie, wiec musza sami sobie
radzi¢. Ich zadaniem jest rozwigzanie wszystkich ¢wiczen interaktywnych
w okreslonym czasie (np. nim na wyspie zapadnie noc).

2. Sa na wyspie sami, wiec nie wolno im zwracac si¢ do nikogo o pomoc. Maja tylko do
dyspozycji materiat z sekcji ,Przeczytaj’ i prezentacje multimedialng. Nie wolno przy
tym, przed rozwigzaniem zadania sprawdza¢ odpowiedzi. Kazde Zle rozwigzane
zadanie, to dodatkowa doba na wyspie (czyli rozwigzanie w domu dodatkowych zadan).
Grupa, ktora jako pierwsza bezbtednie rozwigze wszystkie ¢wiczenia, odptywa z wyspy
(czyli otrzymuje stopien bardzo dobry).

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Liderzy grup opowiadaja o sposobach pracy grup, napotkanych trudnos$ciach, dobrych
pomystach.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par. Wyjasnia watpliwosci.

Praca domowa:

Grupy, ktore nie rozwigzaly poprawnie ktoregos$ z ¢wiczen interaktywnych majg za zadanie
ulozenie 2 zadan podobnego typu i zapisanie co najmniej 2 sposobow ich rozwigzania.

Materialy pomocnicze:
Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ materialem powtoérzeniowym przed cyklem zajec
poswieconych ciaggowi arytmetycznemu (lub geometrycznemu).


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR

