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Rownania wymierne zapisane za pomoca sumy

utamkow algebraicznych

Aby opisac¢ zjawiska generujace dzisiejszy Swiat, wygodnie jest dysponowac¢ narzedziami,
ktore utatwiaja te opisy. Do nich niewgtpliwie naleza rownania. Dzigki rownaniom
wymiernym zapisanym za pomocg utamkow algebraicznych mozemy rozwigzywac
skomplikowane problemy z réznych dziedzin zycia.

Twoje cele

e Rozwiazesz rOwnanie wymierne zapisane za pomocg sumy utamkow algebraicznych.
o Wyznaczysz dziedzine rownania wymiernego zapisanego za pomoca sumy utamkow
algebraicznych.




Przeczytaj

Definicja: Rbwnanie wymierne

Jezeli W(x) i P(z) sa wielomianami, P(x) nie jest wielomianem zerowym (P(z) # 0) to
rownanie

nazywamy rownaniem wymiernym z jedna niewiadomg x.

Rozwigza¢ rownanie to znalez¢ takie pierwiastki wielomianu W (z), ktore nie s3 miejscami
zerowymi wielomianu P(z).

Przed przystgpieniem do rozwigzania rownania wymiernego nalezy okresli¢ jego dziedzine.

Dziedzing rownia wymiernego jest zbior liczb rzeczywistych pomniejszony o zbior
pierwiastkow wielomianu P(x).

Pokazemy przyklady rozwigzan réwnan wymiernych zapisanych za pomocg sumy ulamkow
algebraicznych.

Przyktad 1

42 =0

Rozwigzemy rownanie — + —=

Ustalimy najpierw dziedzine rownania.

x#0 x #0
{x—lyéo(:’{x%l
D =R\ {0,1}

Lewa strona roOwnania jest zapisana za pomocg sumy ulamkow algebraicznych.

Sprowadzimy te utamki do wspolnego mianownika.

3(z—1)+22
z(z—1) 0

3z—342zx __
z(z—1) =0

Utamek roéwna sie zero jezeli licznik utamka rowna sie zero.



javascript:void(0);

or —3 =0
5T =3
_ 3
Rozwigzaniem réwnania jest liczba %

Przyktad 2

. . , . . x+1 r—1
Rozwigzemy rownanie wymierne - + -5 = 2.

Wyznaczymy dziedzine roOwnania.
x+2#0iz+4+#0

x# —2ix#—4
D=R\{-4,-2}

Sprowadzimy utamki algebraiczne wystepujace z lewej strony rownania do wspolnego
mianownika.

(z+1)(z+4)+(z—1)(z+2) _ 9
(z+2)(z+4)

244zt rta+a?2r—2—2 9
2’ +4x+2x+8 -

20°+6z+2 __ 2
z2+6x+8 1

Korzystajgc z wlasnosci proporcji mnozymy ,na krzyz”
222 4 6z + 2 = 222 + 12z + 16

—6z =141:(—6)

T = —% e D.

Rozwigzaniem réwnania jest liczba (—%)

Przyktad 3

1
2—4x+4

o . - - 2 1
Rozwigzemy rownanie wymierne ——-— + —— =

Najpierw zapiszemy mianowniki utamkow algebraicznych w postaci iloczynowe;j.

2 1 _ 1
@) T @26 - (@2

Dziedzing rownaniajest R \ {—2, —1, 2}.


javascript:void(0);

Przeniesiemy wyrazenia na jedna stron¢ réwnania i ustalimy wspolny mianownik.

2(z+2)(z—2)+(z+1)(z—2)—(z+1)(z+2) —0
(z+1)(2+2) (z—2)?

2(3:2—4) +2?—2z+z—2—2%—22—2—2

(:c—i—l)(x—0—2)(an—2)2 =0

2e2—8—4x—4
($+1)($+2)($—2)2 =0

2z2—4x—12 o
(z+1)(z+2)(z—2)* 0

2z —4x —12=0

> -2z —-6=0
A=4+24=28= VA =27

wlz%ﬁ —1—-+7€D

2y =227 —14\TeD

Rownanie ma dwa rozwigzania: 1 — \/?,1—4—\/ 7.

Przyktad 4

2 3 4
348 x2—4 z2—2x+4 °

Rozwigzemy rOwnanie
D=R\{-2, 2}

Zapiszemy mianowniki utamkow algebraicznych w postaci iloczynowej, wykorzystujac
wzory skroconego mnozenia.

2 - 3 _ 4
(z+2) (22 —2z+4) (z—2)(z+2) = 22—2z+4°

Najmniejszym wspolnym mianownikiem trzech utamkow bedzie iloczyn

(z — 2)(z +2)(z* — 2z + 4).

2(z—2)—3 (2’ —2z+4) —4(z—2)(z+2)

(z—2)(x+2)(z2—2x+4) =0

22—4—32°+62—12—42°+16 __ 0
(z—2)(z+2)(z*—22+4)

—7x’4 8z =0
(z—2)(z+2)(z2—22+4)

—T22+ 82 =0

—z(7z —8) =0



x=0lubz = %
Rozwigzaniem réwnania sg liczby 0 i 1%.
Przyktad 5

Rozwigzemy rOwnanie

1 1 1 _
(z+3)(z+4) + (z+4)(z+5) + (z+5)(z+6) 3.

Dziedzing rownaniajest R\ {—6, —5, —4, — 3}.

W rozwigzaniu réwnania skorzystamy z wlasnoéci —— =

1 1
k(k+1) 2

k+1

Czyli:

1 1 1 1 1 1 _
z+3 = z+4 + z+4 z+5 + z+5  z+6 3

1 1
x+3 = z+6 =3

Sprowadzimy lewg strone rownania do wspolnego mianownika.

z+6—2x—3 __
(z+3)(z+6) 3

3 —
(z+3)(z+6) — 3

(x+3)(x+6)=1
> +6x+3x+18=1
2 +9x+17=0
A=81-68=13

—9—/13
=%

_ —94++13
L9 — —5

Rozwigzaniami réwnania sa liczby —25Y2, —94;13.

Stownik

réwnanie wymierne

réwnanie % = 0z jedna niewiadoma x, gdzie W(z) i P(x) sa wielomianami, P(z) nie

jest wielomianem zerowym (P(z) # 0)






Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjq i przeanalizuj sposoby rozwigzania réwnania wymiernego.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrvCRaZGe

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej rownan wymiernych zapisanych za pomoca

sumy utamkow algebraicznych.

Cwiczenie 1

Potacz rownanie z rozwigzaniem réwnania.

%+mi3:1 $=—3—\/m,w=—3+\/m
xfl + x;—l -1 P — —1—2\/§, T = —1+2\/§
+2 2 1 1 _
2—2 + Ziz z2—4 L= 12\/3, - 1+\/5


https://zpe.gov.pl/a/DrvCRaZGe

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rozwiazaniem rownania — + ﬁQ = 0 jest:

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rbwnanie mfl + ﬁ =1:

() majedno rozwiazanie z = 2

() jest sprzeczne

() majedno rozwigzaniez = —1

() jest nieoznaczone



Cwiczenie 3 @)
Przeciagnij poprawne wyrazenie.

Po sprowadzeniu utamkéw algebraicznych wystepujacych po lewej stronie rownania

z2—16 z+4 x24-8z+16

= 2 do wspdlnego mianownika otrzymamy najmniejszy wspoélny

mianownik:

@4 @ 9| @+ |[ (@9

Cwiczenie 4

Dane jest rownanie wymierne ﬁ—ff + i;g = 4. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Réwnanie ma dwa rozwigzania.

(] Rozwiazania réwnania sg liczbami niewymiernymi.

(] Rozwiazania réwnania s liczbami przeciwnymi.

(] Réwnanie ma dwa rozwigzania dodatnie.

Cwiczenie 5

Wopisz odpowiednig liczbe.

P .92z 10 . p . . . p o
Réwnanie 5 T 7.5 =pma niekonczenie wiele rozwigzan, gdy p =




Cwiczenie 6

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rozwigzaniem rownania %H — 236:”:11 = % jest:
O v=14
O z=1
() =0
O o=-3
Cwiczenie 7 @
Rozwiagz réwnanie \will = % + 3. Wpisz w wyznaczone miejsce odpowiednig liczbe zapisang
w postaci utamka dziesietnego.
r =
Cwiczenie 8 @
Potacz w pary rownanie wymierne z rozwigzaniem.
m2—§m+1 + :cil - m32—1 L = l_g/ﬁa = 1+T\/ﬁ
mzl + :1:21—]_ - m—}—l z=—1
:c21—4 - :c—xi—2 - :c—}—2 r=—4
3321—4 + w—x|-2 = x£2 T = 3-V13 T = 3+v13



Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnanie wymierne zapisane za pomoca sumy utamkoéw algebraicznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres rozszerzony.

Uczen:

2) rozwigzuje rOwnania i nierownosci wymierne nie trudniejsze niz

1 1 2
:L'(mzctl) + z+1 2 (:cfl)?erl) :

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwigzuje rownanie wymierne zapisane za pomocga sumy utamkow algebraicznych

e wyznacza dziedzing rOwnania wymiernego zapisanego za pomocg sumy utamkow
algebraicznych

o przeprowadza rozumowania zwigzane z analiza rownania wymiernego, formutuje
wnioski i uzasadnia ich poprawnosc¢

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



» metoda wedrujacych plakatow
o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg w grupach definicje rownania wymiernego i dziedziny
roOwnania wymiernego.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 4 osobowych pracuja metodg wedrujacych plakatow. Celem jest
przypomnienie sposobu doprowadzania wyrazen wymiernych do wspolnego
mianownika. Rozpoczyna grupa wybrana losowo - zapisuje na plakacie przygotowany
wczesniej przyktad. Kolejna grupa dodaje swoj przyktad.

2. Uczniowie analizujg przyktady z sekcji ,Przeczytaj”

3. Uczniowie w parach ogladajg animacje i nastepnie omawiajg ja wraz z nauczycielem.

4. Uczniowie w parach rozwigzujg zadania interaktywne 1 - 6. Wspolnie omawiajg
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen
interaktywnych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”



Materialy pomocnicze:
Wyrazenia wymierne. ROwnania wymierne
Wskazowki metodyczne:

Przyklady zawarte w animacji uczniowie mogg wykorzystac jako materiat powtorzeniowy
przed sprawdzianem.


https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-wymierne-rownania-wymierne/DmG9rAguB

