Postac iloczynowa funkcji kwadratowe]

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Schemat interaktywny
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

SR+ T M, =

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Wzor funkcji kwadratowej moze przyjmowac rozne postacie: ogolng, kanoniczng oraz
iloczynowa. Czy kazda z tych postaci zawsze istnieje? Okazuje, ze dwie z nich istnieja
zawsze, a trzecia zalezy od wartosci pewnej wielkosci.

W tym materiale rozwazymy warunki, ktore pozwolg (lub nie) zapisa¢ wzor funkcii
kwadratowejw postaci iloczynowe;j.

Bazujac na czeSci teoretycznej materiatu oraz przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

o Zapiszesz wzor funkcji kwadratowejw postaci iloczynu.

» Wyznaczysz miejsca zerowe funkcji kwadratowej, w celu zapisania wzoru funkcji
kwadratowejw postaci iloczynowe;j.

e Zamienisz postac iloczynowa funkcji kwadratowejna posta¢ ogo6lng oraz postac
0g6lna na postac iloczynowa.

 Zastosujesz wzor funkcji kwadratowejw postaci iloczynowej do wyznaczania
warto$ci parametrow.




Przeczytaj

Wzor funkciji kwadratowej f mozemy zapisa¢ w postaci:
o ogolnej. f(x) = ax® + bz + ¢,z € Roraza # 0,
« kanonicznej f(z) = a(z — p)® + q, gdzie p = —L,g= 72, A=b —4acoraza # 0.

Oprocz postaci ogolneji kanonicznej, wystepuje rowniez postac iloczynowa wzoru funkcji
kwadratowe;.

Niektore wzory funkcji kwadratowej mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej poprzez
wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia, czy wylaczania wspolnego czynnika przed
nawias.

Przyktad 1
Zapiszemy w postaci iloczynowej wzor funkciji kwadratowe;j f:
a. f(x) =2* — 25
Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratow, wzoér funkcji f
przedstawiamy w postaci iloczynowe;j:

f(z) = (z = 5)(z +3)
b. f(z) = 2z? — 10z
Rozwigzanie:

Po wylgczeniu wspoélnego czynnika przed nawias otrzymujemy wzor funkcji f
w postaci iloczynowe;j:

f(z) = 2z(z — 5)
c. f(x) = z? — 12z + 36

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réznicy, wzor funkcji f
przedstawiamy w postaci iloczynowe;j:

f(z) = (z —6)’

Wystepowanie postaci iloczynowejwzoru funkcji kwadratowej zalezy od wartosci

wyroznika odpowiedniego trojmianu kwadratowego.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Dla A > 0 mamy:

—b—VA

Jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe: £, = —5--= oraz
_ VA
T2 = 72 -

Wtedy wzor funkcji kwadratowej f zapisujemy w postaci iloczynowe;:

f(z) = a(z — 21)(z — 22).

Dla A = 0 mamy:

—b

a

Jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe: xy =

Wtedy wzor funkcji kwadratowej f zapisujemy w postaci iloczynowej: f(z) = a(z — ).

Dla A < 0 mamy:

Jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa f nie ma miejsc zerowych.

Jezeli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, wowczas postac iloczynowa wzoru
funkcji kwadratowej nie istnieje.

Wyznaczanie miejsc zerowych funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(x) = azx?® + bx + c sprowadza sie do rozwigzania rownania az? + bx + ¢ = 0, czyli do
wyznaczenia pierwiastkow odpowiedniego rownania kwadratowego.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowejw postaci iloczynowej jest rownoznaczne
z zapisaniem wzoru tej funkcji w postaci iloczynu czynnikow liniowych.

W celu zamiany wzoru funkcji kwadratowej z postaci ogolnejna postac iloczynowa, uzyjemy
podanych wczesniej zaleznosci.

Przyktad 2

Zapiszemy wzor funkciji f w postaci iloczynowej, jezeli f(z) = 2z% — 7z + 3.
Rozwigzanie:

Wspotczynniki we wzorze funkcji f wynosza odpowiednio:a = 2,b = —7,¢c = 3.
Obliczamy wyréznik:

A= (-7)?-4-2-3=25

Poniewaz A > 0, to funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

—_

Zatem: VA =5orazz; = 52 = L i zy = T2 = 12 =3,
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Posta¢ iloczynowa wzoru funkeji f wynosi f(z) = 2(z — ) (z — 3).

Z postaci iloczynowej funkcji kwadratowej mozemy odczytac jej miejsce zerowe, bez
wykonywania obliczen.

Przyktad 3

Bez obliczania warto$ci wyrédznika, podamy jego znak, jezeli funkcja kwadratowa f jest
okreslona wzorem f(z) = —3(z + 8)(z — 2).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wzor funkcji f jest zapisany w postaci iloczynowe;j
f(z) = a(z — z1)(z — x2), zatem miejscami zerowymi funkcji f sg liczby z; = —8 oraz

332:2.

Poniewaz funkcja f ma dwa miejsca zerowe, zatem A > 0.

Postac iloczynowg funkcji kwadratowej mozemy w latwy sposob zamieni¢ na posta¢ ogolna.
Przyktad 4

Zapiszemy wzor funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(x) = —3(x — 2)(xz + 1)
w postaci ogolne;j.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wystarczy wykona¢ mnozenie jednomianow, a nast¢pnie uporzadkowac je
tak, aby otrzymac postac¢ ogolng wzoru funkcji kwadratowe;.

Otrzymujemy, ze: f(z) = —3(2>+ 2 — 22 —2) = —3(2? — 2 —2) = —322 + 32+ 6.

Wz6r na postac iloczynowa funkcji kwadratowej mozemy wykorzysta¢ do znajdowania
brakujacych wspotczynnikoéw we wzorze tej funkcii, majgc dane np. miejsca zerowe tej
funkciji.

Przyktad 5

Zapiszemy wzor funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowejwiedzac, Ze jej miejscami
zerowymi s liczby 3 i —2, jezeli do paraboli, bedacejwykresem funkcji f nalezy punkt
o wspodtrzednych P = (-3, 2).

Rozwigzanie:

Poniewaz funkcja f ma dwa miejsca zerowe, wiec wykorzystamy jej wzor w postaci
iloczynowej f(x) = a(x — z1)(x — x2).




Po podstawieniu do wzoru funkcji #; = 3 oraz x3 = —2 mamy: f(z) = a(z — 3)(z + 2).
Poniewaz punkt P nalezy do wykresu funkciji, zatem do wyznaczania wartosci
wspotczynnika a rozwigzujemy roOwnanie:

2=a(-3-3)(—-3+2)

a= 3.

Posta¢ iloczynowa funkciji f wyraza sie wzorem: f(z) = +(z — 3)(z + 2).
Przyktad 6

Wyznaczymy warto$ci wspotczynnikéw b i ¢ we wzorze funkcji kwadratowej f okreslone;j
wzorem f(z) = 222 + bx + c, jezeli miejscami zerowymi funkcji f sgliczby z; = —3 oraz
L9 — 2.

Rozwigzanie:

W tym celu wykorzystamy wzor funkcji kwadratowejw postaci iloczynowe;j

f(z) = a(z — z1)(x — x2).

Wtedy f(x) = 2(z + 3)(x — 2), co po przeksztalceniu sprowadza sie do postaci:

f(z) = 222 + 2z — 12, zatem b = 2ic = —12.

Dla zainteresowanych
Przeanalizuj symulacje i sprawdz swojg wiedze w zakresie wyznaczania postaci iloczynowe;j
funkcji kwadratowej, majac dang jej posta¢ ogolna.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI0CMIKrp

Stownik

postac iloczynowa wzoru funkcji kwadratowej

f(z) = ale — e1)(@ — 22), gdy A > 0,01 = Y0 § gy = VB

f(z) = a(z — :cO)Q, gdy A =0,y = 5—5



https://zpe.gov.pl/a/D10CMIKrp

brak postaci iloczynowej, gdy A < 0

funkcja kwadratowa

funkcja okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = ax? + bx + c, gdzie a, b, c € R oraz a # 0



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj ponizszy schemat interaktywny, a nastepnie wykonaj polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D18dA8XgC
Polecenie 2

Wyznacz postac iloczynowa wzoru funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) =22% — Tz + 4.

Polecenie 3

Stwoérz algorytm wyznaczajacy postac iloczynowg funkcji kwadratowej, majac dang postac
ogdlna f(z) = az® + bz + c.



https://zpe.gov.pl/a/D18dA8XgC

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Potacz wzér funkcji kwadratowej f zapisany w postaci ogoélnej z odpowiadajacym mu wzorem
funkcji zapisanym w postaci iloczynowe;j:

flz)=—-2>+2z -1 f(z) = (z + 3)(z — 4)

flz) =22 —6x+9 f(z) = (z — 3)?

flz) =22 — 2z —12 flz)=2(z+ 3)(z—2)

f(z) = 22* —z — 6 f(z) = ~(z ~1)°
Cwiczenie 2 ©

Pogrupuj elementy zgodnie z podanym opisem. Przeciggnij kazdy element do odpowiedniej
grupy.

Funkcje kwadratowe f, ktérych wzory mozna zapisac
w postaci iloczynowej f(z) = a(z — z1)(z — z2):

f(z) = —z* + 10z — 25 ’

f(a:):a:2—3w+1’

flz) = 42% — 122+ 9 |

Funkcje kwadratowe f, ktérych wzory mozna zapisac¢ f(z) = (z — 5)(2z — 3) ’
w postaci iloczynowej f(z) = a(z — z0)*:

f(a:)za:2—w—20’

f@) = (x—2)




Cwiczenie 3 @

Uporzadkuj elementy tak, aby przedstawiaty kolejno wzory funkcji zapisanych w postaci:
ogolnej, iloczynowej oraz kanonicznej. Ztap element i przesun go w goére lub w dét.

flz) =—(z+3)(z—4) ¢
g(z) = 322 — 2z — 4 $
h(z) = 2(z + 5)° s

Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie, wybierajagc poprawna odpowiedz.
Postacia iloczynowa wzoru f(z) = z? — 10z + 24 jest:

O f(z) = (z —4)(z+6)
O f(z) = (z —4)(z—6)

O f(z) = (z+4)(z +6)

Cwiczenie 5

Wiadomo, ze miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = 2% + bz + csa liczby 1 = 3 oraz x5 = —2. Wyznacz warto$¢ wspétczynnikéw b
oraz c. Zaznacz poprawng odpowiedz.

() b=1lic=6

() b=-1lic=-6

() b=1lic=-6



Cwiczenie 6

Przedstaw wzor funkcji kwadratowej f(z) = —3xz2 + 6z 4 9 w postaci iloczynowe;.
Przeciggnij w puste miejsca odpowiednie liczby.

Obliczamy wartos$¢ wyrdéznika:

Tl =

Ty =

Wzér funkcji zapisujemy w postaci iloczynowej:

flz) = =3(z +1)(z - 3)

EIENENE

Cwiczenie 7 @

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.
Wzér funkcji f(z) = —2x2 + 4x + ¢ mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdy:

O ce€(—00,—2)
O ce(—2,00)

(O ce(—2,00)
Cwiczenie 8 @
Wyznacz wartos$¢ parametru a we wzorze funkcji kwadratowej okreslonej wzorem

f(z) =a(z — a:o)2, jezeli wiadomo, ze do paraboli, bedacej wykresem tej funkcji nalezy punkt
o wspétrzednych (—3, 2), a jedynym miejscem zerowym jest liczba 4.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowe;j

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza oblicza miejsca zerowe funkcji kwadratoweji wyznacza jej postac iloczynowg,
» zamienia wzor funkcji w postaci iloczynowej na posta¢ ogolng i odwrotnie;
» wykorzystuje wlasnosci funkcji kwadratowej do wyznaczenia jej wzoru.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna

1. Nauczyciel omawia z uczniami materiat z sekcji ,Wprowadzenie”, ustala z uczniami
cele zaje¢ oraz kryteria sukcesu.

2. Uczniowie odpowiadaja na pytania nauczyciela dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy
w zakresie poruszanej tematyki. Wybrany uczen zapisuje istotne informacije na tablicy.

Faza realizacyjna

1. Uczniowie podzieleni na 3-osobowe grupy zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji
»Przeczytaj’. Analizujg przedstawione przykiady i notujg pytania. Nastepnie
przedstawiaja pytania dla innych grup. Odpowiadajg na nie pozostali uczniowie,

a nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wySwietlajg zawartos¢ sekcji ,Schemat interaktywny”. Wybrany uczen czyta
tres¢ polecenia nr 1. Po zaznajomieniu si¢ z treSciami uczniowie komentujq, i w razie
potrzeby proszg o wyjasnienie nauczyciela.

3. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i wykonuja ¢wiczenia nr 1-2. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

4. W dalszej czesci uczniowie podzieleni na grupy 4-osobowe biorg udziat w lidze
zadaniowej. W tym celu wykonujg w ¢wiczenia 3-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” na czas. Po
zakonczeniu czasu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie przed calg klasa. Po
przedstawieniu rozwigzan przez uczniow nastepuje podsumowanie pracy przez
nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze
» Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowe;j
Wskazowki metodyczne

e Material z czesci ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do powtorzenia
wiadomos$ci w omawianym temacie.

« Nauczyciel powinien oceni¢ prace grupowg uczniow. W ocenie pracy na lekcji nalezy
uwzgledni¢ wklad pracy ucznia.

o Schemat interaktywny mozna wykorzystac¢ rozwigzujgc rownania kwadratowe.
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