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Zrédto: Dan Burton, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wiemy, ze funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe x;, 2 wtedy i tylko wtedy, gdy jej wzor
da sie sprowadzi¢ do postaci f(z) = a(z — z1)(x — x2). Oznacza to, ze liczby x1, 2 s3
pierwiastkami odpowiedniego wielomianu.

O analogicznej witasnosci dla wielomianu dowolnego stopnia mowi twierdzenie, ktore

w polskich podrecznikach nosi nazwe twierdzenia Bézouta.

Ciekawostka

Etienne Bézout byt francuskim matematykiem zyjacym w latach 1730-1783, autorem
cenionych podrecznikoéw akademickich. Zajmowat si¢ gtownie algebra. Jedno

z twierdzen geometrii algebraicznejnosi jego nazwisko i nie jest to twierdzenie

o pierwiastkach wielomianu, funkcjonujace pod nazwg twierdzenia Bézouta.

Twoje cele

» Zastosujesz twierdzenie Bézouta, okreslajac pierwiastki wielomianu.
o Wykorzystasz zwigzek miedzy liczbg pierwiastkow wielomianu, a jego stopniem.
» Skorzystasz z zapisu wielomianu w postaci iloczynowej do wyznaczania

pierwiastkow tego wielomianu.



Przeczytaj

Przyktad 1

Wyznaczmy pierwiastki wielomianu W(z) = 4(z — 2)(z + 1)(z — 7).

e Zauwazmy, ze wielomian W przyjmuje wartos¢Odlaz = —1,z = 21ub

x = 7153 to jedyne pierwiastki tego wielomianu.

Twierdzenie: Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian

W (x) dzieli sie przez dwumian  — a bez reszty.

Dowdd

Twierdzenie ma posta¢ rownowaznosci (<), aby je udowodni¢ nalezy wykazac

prawdziwos$¢ dwoch implikaciji.

e Dowod =
Zakladamy, ze W(a) = 0. Wtedy reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez

x — a wynosi 0, czyli wielomian W (z) jest podzielny przez x — a.

e Dowod «:
Zaktadamy, ze W (x) dzieli sie przez x — a. Zatem istnieje wielomian Q(x)
taki,ze W(z) = (z — a) - Q(z). Ale wtedy W(a) = (a — a) - Q(a) = 0, czyli
a jest pierwiastkiem wielomianu W (z).

Z twierdzenia Bézouta wiemy, Ze jezeli liczba x jest pierwiastkiem wielomianu W (x),

to wielomian ten mozna zapisa¢ w postaci

W(z) = (z —21) - Q(2).

To spostrzezenie mozna uogolnic:

Wiasnosé: Postac iloczynowa wielomianu



Jezeli wielomian

W(z) =a,z™ + an,_12™ ' + ... 4a1z + ag stopnia n ma n pierwiastkow z1, s,
..., Tn, to Mozna go zapisa¢ w postaci iloczynowej

W(z) =a,(x —x1)(x — x2) ... (z — zy).

Z postaci iloczynowej wynika zalezno$¢ miedzy stopniem wielomianu i maksymalng

liczbg jego pierwiastkow.

Whtasnosé: Liczba pierwiastkow wielomianu

e Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych.

e Wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek

rzeczywisty.

Przyktad 2

Wyznaczmy wszystkie pierwiastki wielomianu
W(m) = (a:2 — 3 — 4) (ac2 +x — 6).

e Korzystamy z postaci iloczynowej wielomiandéw stopnia 2:
Q(:c) —2?’—32x—4= (w—i—l)(az—él) oraz
P(w) =z’ +x—6= (a: — 2) (:1: + 3) i otrzymujemy:
W(z) = (z + 1)(z — 4)(z — 2)(z + 3).

e Zatem W(x) jest podzielny przez dwumiany z + 1,z — 4,z — 2 oraz = + 3.

e Zgodnie z twierdzeniem Bézouta liczby —1, 4, 21 —3 sg pierwiastkami W (z).

o W(x) jest wielomianem czwartego stopnia, wiec to jedyne pierwiastki tego

wielomianu.

Przyktad 3

Sprawdzmy, czy wielomian W(z) = z®1 — 17232 + 18 jest podzielny przez

o r — 1,

o T — 2,
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e r+ 1.

Przyktad 4

Ustalmy, dla jakich liczb naturalnych jednocyfrowych a wielomian
W(z) = z'* — 32'% + 221% + 22 — 3z + 2 jest podzielny przez = — a.

o Zauwazmy,ze W(z) = z'%(z? — 3z + 2) + (z? — 3z + 2).

o Zatem W(z) = (22 — 3z + 2)(z'2 + 1).

e Sprowadzajac tréjmian kwadratowy z2 — 3z + 2 do postaci iloczynowej
dostajemy
W(z) = (z — 1)(z — 2)(z? + 1).

e Wiemy,ze W(1) = W(2) = 0, wiec, z twierdzenia Bézouta, wielomian W (z)

jest podzielny przez dwumiany ¢ — 1 oraz x — 2.

e Trbjmian kwadratowy nie ma wiecej miejsc zerowych, a wyrazenie ' + 1

przyjmuje wytacznie warto$ci dodatnie. Zatem wielomian W (x) jest

podzielny przez x — a tylkodlaa = 11luba = 2.

Stownik

liczba pierwiastkéw wielomianu

wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych; wielomian
stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty
pierwiastek wielomianu

dla wielomianu W (z) jednej zmiennej z to liczba z( taka, ze W (zg) = 0

postac iloczynowa wielomianu

jezeli wielomian

W(z) =a,z™ + an_12™ ' + ... 4a1z + ag stopnia n ma n pierwiastkow z1, s,
..., Tn, to Mozna go zapisa¢ w postaci iloczynowej

W(z) =a,(x —z1)(x — x3) ... (z — z,)




twierdzenie Bézouta

liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (z) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian

W (x) dzieli sie przez dwumian  — a bez reszty



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjg pokazujaca przyktady zastosowan twierdzenia Bézouta.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DLPnGvAFy

Film nawigzujgcy do przyktadow zastosowan twierdzenia Bézouta.

Korzystajgc z metod zaprezentowanych w animacji rozwigz nastepujace zadania:

Polecenie 2
Sprawdz, czy wielomian W(x) = 3 — 222 — 14z + 4 jest podzielny przez dwumian z + 3.
Polecenie 3

Jednym z pierwiastkéw wielomianu W(a:) = 2° — 112* — 252 + 275 jest liczba 11.

Wyznacz wszystkie pierwiastki rzeczywiste tego wielomianu.


https://zpe.gov.pl/a/DLPnGvAFy

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie Bézouta

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

ll. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;

Zakres rozszerzony 1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspdétczynnikach
catkowitych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.

Cele operacyjne:
Uczen:

e znatwierdzenie Bézouta;

o okresla zwigzek miedzy liczbg pierwiastkow wielomianu a jego stopniem;

» wykorzystuje zapis wielomianu w postaci iloczynowej do wyznaczania jego
pierwiastkow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;



e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat lekcji oraz przedstawia cele zaje¢. Nastepnie wraz
z uczniami ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj’ oraz animacjy. Analizuja przedstawione przyktady
i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajac je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel przypomina temat zajec¢: ,Twierdzenie Bézouta” i podsumowuje przebieg

zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze

Pierwiastki rownan


https://epodreczniki.pl/a/pierwiastki-rownan/DTwdUrxkE

Wskazowki metodyczne:

e Animacje mozna potraktowac jako zadanie domowe utrwalajagce wiadomosci
o wykorzystaniu twierdzenie Bézouta.
» Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje na lekcji o pierwiastkach wielomianu.



