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Uczniowie Twojej szkoty biorg udziat w loterii i kazdy z nich kupuje jeden los. W loterii jest
5 gtownych nagrod: I - miesieczny karnet na sitownie; II - dwutygodniowy karnet na
basen, III - 2 bilety do kina, IV - powerbank, V - gra planszowa. Na ile sposobow
uczniowie moga wylosowac te nagrody? W tym materiale przedstawimy Ci narze¢dzie, ktore
pozwoli odpowiedzie¢ na to pytanie.

Twoje cele

» Dowiesz sig, ze kazda funkcja r6znowarto$ciowa ze skonczonego zbioru A do
skonczonego zbioru B (|A| > |B|) da sie zidentyfikowac¢ jako wariacja
bez powtorzen, co pozwoli Ci wyznaczyc¢ liczbe wszystkich takich funkcij,

e Rozpoznasz wariacje bez powtorzen w typowych doswiadczeniach, polegajgcych na
losowaniu kolejnych elementow z ustalonego zbioru, kiedy losowane elementy nie
powtarzajg sie.

e ZnajomoS$c¢ twierdzenia o liczbie wariacji bez powtorzen pozwoli Ci obliczac¢, ile jest

wynikow wymienionych wyzej doswiadczen.



Przeczytaj

Rozpatrzmy do$wiadczenie polegajgce na wyborze kolejno k elementéw ze zbioru n-
elementowego, bez powtorzen, gdzie k jest liczba catkowitg spetniajacg warunek 1 < k <n

Korzystajac z reguty mnozenia stwierdzamy, ze liczba wszystkich mozliwych wynikow
w takim doswiadczeniu jest rowna

Zz-(n—l)-(n—2)-...-(n—k+12.

kczyl;lrlikéw

Modelem dla tego typu do$wiadczenia jest k-wyrazowy ciag o elementach wybieranych
bez powtorzen ze zbioru n-elementowego.

Definicja: wariacja bez powtorzen

Doswiadczenie polegajace na wyborze kolejno k elementéw ze zbioru n-elementowego,
bez powtorzen, gdzie k jest liczba catkowitg spelniajgcg warunek 1 < k < n, nazywa sie
k-wyrazowa wariacjg bez powtérzen zbioru n-elementowego.

Twierdzenie: liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-
elementowego

Liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego jest
rowna

A

n-(n—l)-(n—%}-...-(n—k%—lz.
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Zauwazmy, ze otrzymany wzor mozna przeksztatci¢ nastepujaco

n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)-(n—k)!
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Zwyczajowo liczbe wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru n-
elementowego oznacza sie symbolem V,*.

Zatem dla dowolnych liczb catkowitych ki n takich, ze 1 < k < n mamy

Przyktad 1



Obliczymy, ile jest wszystkich funkcji roznowartosciowych, ktorych dziedzing jest zbior
{a, b, c,d}, a zbiorem warto$ci jest zbior {1, 2, 3,4,5,6,7}.

Rozwigzanie

Kazda opisana wyzej funkcja roznowartosciowa da sie¢ wzajemnie jednoznacznie
przyporzadkowa¢ do czteroelementowego ciggu (a, b, ¢, d), ktoérego elementy przyjmuja
parami rozne warto$ci z siedmioelementowego zbioru {1,2, 3,4,5,6,7}.

Dla przykiadu:

« spelniajacejwarunki zadania funkcji f, takiej, ze f(a) =5, f(b) =7, f(c) = 1,
f(d) = 2 przypisany jest w ten sposob ciag (5,7, 1,2),

« ciggowi (3,4, 6,1) przypisana jest funkcja f taka, ze f(a) = 3, f(b) = 4, f(c) = 6,
fd) = 1.

Zatem wszystkich takich funkcii jest tyle, ile czteroelementowych wariaciji
bez powtorzen zbioru siedmioelementowego, czyli 7 - 6 - 5 - 4 = 840.

Otrzymany wynik mozemy réwniez zapisa¢ w postaci

Uwaga

Kazda k-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elementowego jest funkcja
roznowartosciowa ze zbioru k-elementowego do zbioru n-elementowego, gdzie
1<k<n.

Przyktad 2

Piecioro przyjaciol: Jas, Malgosia, Adas, Ewa i Hela ma wybra¢ pie¢ miejsc sposrod
jedenastu dostepnych w tym samym rzedzie w kinie. Obliczymy, na ile r6znych sposobow
moga tego dokonac.

Rozwigzanie

Kazdy dokonany wybor mozna przedstawic jako pigcioelementowg wariacje
bez powtérzen zbioru jedenastoelementowego.

Liczba wszystkich mozliwych wyborow pigciu réznych miejsc w jedenastoelementowym

rzedzie jest rowna
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Vi =34=11-10-9-8- 7 = 55440.
Zatem jest 55440 rozmieszczen opisanych warunkami zadania.

Przyktad 3

Wykazemy, ze wszystkich piecioelementowych wariacji bez powtérzen zbioru
pietnastoelementowego jest 21 razy wiecej niz wszystkich czteroelementowych wariacji
bez powtorzen zbioru trzynastoelementowego.

Dowéd

Zauwazmy, ze
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W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Przyktad 4

Obliczymy n, wiedzac, ze wszystkich trzyelementowych wariacji bez powtorzen zbioru n
- elementowego jest 990.

Rozwigzanie
Z warunkow zadania wynika, ze liczba catkowita n spetnia rownanie
Vi=n-(n—1)-(n—2)=990.

Zatemn > 2, awtedycigga, = n-(n — 1) - (n — 2) jest rosnacy.

Poniewaz a;; = 11-10-9 = 990, wiec n = 11.

Stownik
wariacja bez powtérzen

k-wyrazowy cigg o elementach wybieranych bez powtérzen ze zbioru n-elementowego,
gdziel <k <n

ciag

funkcja, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich dodatnich liczb catkowitych lub pewien
jego podzbior, a warto$ciami sa liczby rzeczywiste




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane w niej
rozwigzania zadan dotyczacych zapisu dziesietnego liczb naturalnych. Jest w nich pokazane,
jak wykorzystaé wzér na liczbe wariacji bez powtdrzen.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2Mjnr3lz

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwariacji bez powtorzen.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadu oméwionego w animacji, rozwigz samodzielnie nastepujgce zadanie.

Rozpatrujemy wszystkie pieciocyfrowe liczby naturalne o réznych cyfrach, w ktérych zapisie
dziesietnym nie wystepuje zadna z cyfr 0, 4.

Oblicz, ile jest wsrdd nich liczb podzielnych przez 4.



https://zpe.gov.pl/a/D2Mjnr3lz

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Liczba wszystkich czteroelementowych wariacji bez powtérzen zbioru siedmioelementowego
jest rowna
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Cwiczenie 2 @)
Oznaczmy przez x liczbe wszystkich mozliwych wybordow trzech oséb: przewodniczacego,
zastepcy i skarbnika do samorzadu 32-osobowej klasy. Wéwczas
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Cwiczenie 3
Oblicz, ile jest wszystkich mozliwych sze$cioliterowych napiséw o réznych literach
wybranych z dziewiecioelementowego zbioru

{m7 a’7 t? e’ i’ k? m? y7 z}

W kratki ponizej wpisz kolejne cyfry otrzymanej liczby.

Cwiczenie 4

Rozpatrzmy nastepujace trzy zbiory:

A ={a,b,c,d},

X = {ZB, Y, Z}*

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Oznaczmy przez:

k - liczbe wszystkich funkcji réznowartoéciowych ze zbioru A do zbioru IV,

m - liczbe wszystkich funkcji réznowartosciowych ze zbioru X do zbioru V.

Oblicz 7.

W kratkach ponizej wpisz kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanego wyniku.

Cwiczenie 5

Rozmieszczamy 4 rézne kule w 10 réznych pudetkach tak, zeby w kazdym pudetku znalazta sie
co najwyzej jedna kula.

Wykaz, ze wszystkich takich rozmieszczen jest 5040.

Cwiczenie 6
Oblicz k, wiedzac, ze

Vyy =k Vy

W kratkach ponizej wpisz kolejno cyfry setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.




Cwiczenie 7

Przyporzadkuj do siebie pary réwnych liczb.

143 - V3 960 - V3
30 - Vi) 4-V5
10 -V} 15 - VP

Cwiczenie 8

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 prawdziwa jest rownos¢

VEita-VEigel=(V2-1)°



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wariacje bez powtorzen

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

« identyfikuje funkcje roznowarto$ciowe ze skonczonego zbioru A do skonczonego
zbioru B (|A| > |B|) jako wariacje bez powtérzen,

e rozpoznaje wariacje bez powtorzen w typowych doswiadczeniach, polegajgcych na
losowaniu kolejnych elementéw z ustalonego zbioru, kiedy losowane elementy nie
powtarzajg sie,

» wykorzystujac twierdzenia o liczbie wariacji bez powtorzen oblicza, ile jest wynikow
w typowych doswiadczeniach, polegajacych na losowaniu kolejnych elementow
z ustalonego zbioru, kiedy losowane elementy nie powtarzajg si¢.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rOzmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,Wariacje bez powtorzen” oraz cele zaje¢, omawiajgc lub
ustalajgc razem z uczniami kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow o przedstawienie sytuacji
problemowej zwigzanej z tematem lekcji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie metodg tekstu przewodniego -
wykorzystujac odpowiednie tresci z sekciji ,Przeczytaj”. Notuja watpliwosci
i niezrozumiate tresci, ktore wyjasniane sg na forum klasy.

2. Nastepnie w grupach analizuja zaprezentowane rozwigzania zadan dotyczacych zapisu
dziesietnego liczb naturalnych, z wykorzystaniem wzor6éw na liczbe wariacji bez
powtorzen w animacji. Uczniowie zapoznaja si¢ trescig materiatlu, nastepnie na forum
klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. Uczniowie w grupach rozwiazujg zadania 1-4, 6, 7 na czas (od zadania latwiejszego do
trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania jako pierwsza, wygrywa,



a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnoSc. Rozwigzania sg
prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujgc uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:
» Inne spojrzenie. Permutacje, kombinacje, wariacje
Wskazowki metodyczne:

» Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Wariacje bez powtorzen”.
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