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Katy miedzy odcinkami w stozku

Zrédto: Becky Fantham, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W kazdej bryle geometrycznejistniejg szczegélne odcinki, ktore charakteryzuja jej rozmiar.
W stozku wyroéznia sie promien podstawy, wysokoSc¢ oraz tworzacg. Istnieje ciekawa
zaleznos¢ pomiedzy tymi odcinkami. Dlugos$¢ wysokosci stozka zalezy od kata nachylenia
tworzgcej stozka do ptaszczyzny jego podstawy.



Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

W materiale skupimy uwage na katach, jakie wystepuja w stozku pomi¢dzy tymi odcinkami.
Opierajac sie na wiedzy teoretycznej oraz omowionych przyktadach, rozwigzemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Rozpoznasz katy miedzy odcinkami w stozku.

o Uzyjesz funkcji trygonometrycznych do wyznaczania miar katéw miedzy odcinkami
w stozku.

o Wykorzystasz warto$ci miar kagtow miedzy odcinkami w stozku do wyznaczania
dtugosci tych odcinkow.

» Zastosujesz poznang wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicje stozka.
Definicja: Stozek

Stozek to bryta obrotowa, ktora powstaje przez obrot trojkata prostokatnego dookota osi,
bedacej przyprostokatng tego trojkata.

Na ponizszym rysunku przedstawiono elementy budowy stozka.

wierzchotek stozka

wysokosc
tworzaca
promien
podstawa oSty

Wyroézniamy kilka roznych katow miedzy odcinkami w stozku:

e kat pomiedzy tworzacg a promieniem stozka
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» kat pomiedzy wysokoscig a tworzgca stozka

» katrozwarcia stozka (kat pomiedzy ramionami trojkata, ktory jest przekrojem osiowym
stozka)



Do wyznaczania miar tych katow bedziemy uzywac definicje oraz tablice wartosSci funkcji

trygonometrycznych sinus, cosinus i tangens.

Juz wiesz

Jezeli trojkat prostokatny ma przyprostokatne dlugosci a i b oraz przeciwprostokatng
dtugosci c, to funkcje trygonometryczne kata o z rysunku przedstawiajg sie nastepujaco:

i —a
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— b
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W obliczeniach bedziemy wykorzystywac¢ wzory na pole powierzchni catkowiteji objetos¢
stozka:

P. = 7r? + 7rl
V = Lmr?h
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Przyktad 1

Wyznaczymy kat miedzy tworzacg stozka a promieniem podstawy, jezeli pole podstawy
stozka wynosi 287, a objetos¢ 56r.

Rozwigzanie:

Narysujmy stozek i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia:

Jezeli pole podstawy stozka wynosi 28, to do wyznaczenia dtugoSci promienia podstawy
T rozwigzujemy rownanie:

r? = 287

Do wyznaczenia dtugosci wysokosci stozka rozwigzujemy rownanie, korzystajgc ze wzoru
na objetosc¢ stozka:

V=+mr?-h

567r=%-287r-h




h = 6.

Otrzymujemy trojkat prostokatny o wymiarach, jak na rysunku:

e
2V/7

Korzystajgc z definicji funkcji trygonometrycznej tangens mamy, ze tg a =

2
[=>]
S
|
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Zatem a ~ 53°.

Przyktad 2

Promien podstawy, wysoko$c¢ oraz tworzgca stozka w podanej kolejnosci tworza ciag
arytmetyczny o roznicy 8. Wyznaczymy miare¢ kata pomiedzy wysokoscig a tworzaca tego
stozka.

Rozwigzanie:

Narysujmy stozek i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.



Jezeli promien podstawy, wysoko$c¢ oraz tworzaca stozka w podanej kolejnosci tworzg
cigg arytmetyczny o roznicy 8, to:

h=r+38,
l=r+16.
Zatem:

24 (r+8)° = (r+16)°
r2 4+ 12 4+ 167 + 64 = r2 + 327 4 256
r’ —16r — 192 =0

ro=16282 — g0,

rg = 18552 =24 > 0.
Zatemr = 24, h = 32,1 = 40.

Jezeli wykorzystamy funkcje trygonometryczng sinus, to sina = 45 = 0, 6.

24
0

Wobec tego o ~ 37°.

Przyktad 3

Wyznaczymy miar¢ kata pomiedzy tworzacg stozka a promieniem podstawy, jezeli
objetos¢ stozka jest rowna 307 a pole podstawy stozka wynosi 257.

Rozwigzanie:



Narysujmy stozek, zaznaczmy kat i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.

Jezeli V = 8w oraz P, = 25, to do wyznaczenia dtugosci promienia podstawy oraz
wysokosci stozka rozwigzujemy uktad rownan:

r? = 25m
%mﬂ -h = 30m

=295
3 :25-h =30

{r =5

h=3,6

Zatem tangens rozpatrywanego kata wynosi:
tga = % =0,72.

Wobec tego o ~ 36°.

Przyktad 4

Wiadomo, ze pole powierzchni bocznej stozka jest czterokrotnie wigksze od pola jego
podstawy. Wyznaczymy kat rozwarcia stozka.

Rozwigzanie:

Narysujmy stozek i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.



Wiadomo, ze P, = 4 - P, zatem:

mr-l=4. 17 7%
Wobec tegosin 8 = 7 = 4~ = % = 0,25, zatem 8 ~ 15°.
Poniewaz a = 203, zatem o =~ 30°.

Przyktad 5

Obliczymy miare kata rozwarcia stozka, w ktérym promien podstawy ma diugosc 8,
a tworzgca diugosc¢ 10.

Rozwigzanie:

Narysujmy stozek, zaznaczmy odpowiedni kat oraz wprowadzmy oznaczenia, jak na
rysunku.



Z zadania wiadomo, ze r = 8 oraz [ = 10. Do wyznaczenia miary kata uzyjemy
twierdzenia cosinusow.

Zatem:

@2r)? =P +1-2-1-1-cosa

16 = 10% + 10> —2-10-10 - cos
256 = 100 + 100 — 200 - cos o

56 = —200 - cos o

cosa = —% = —% = —0,28.

Jezeli skorzystamy z zalezno$ci cos(180° — a) = —cosadlaa € (0°,90°), to a =~ 106°.
Stownik

stozek

bryta obrotowa, ktora powstaje przez obrot trojkata prostokatnego wokot
przyprostokatne;j

twierdzenie cosinusow

w dowolnym tréjkgcie kwadrat dlugosci jednego boku rowna si¢ sumie kwadratow
dtugosci dwoch pozostatych bokow pomniejszonej o podwojny iloczyn dtugosci tych
bokow i cosinusa kata zawartego miedzy nimi
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2

Kat rozwarcia stozka ma miare 120°, za$ pole powierzchni bocznej stozka jest rowne 12\/§7r.
Oblicz objetos¢ tego stozka.



Sprawdz sie

O

O

Cwiczenie 1

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Zaznacz zdanie, ktére jest prawdziwe.

Jezeli tworzaca stozka jest rowna $rednicy podstawy, to miara kata pomiedzy ta
tworzaca a wysokoscia stozka wynosi 60°.

W kazdym stozku dtugos$¢ promienia podstawy jest rowna potowie dtugosci jego
tworzacej.

Miara kata rozwarcia stozka jest réwna podwojonej mierze kata pomiedzy tworzaca
stozka a jego wysokoscia.



Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Dla stozka z rysunku P, = 36+/27.

OJ )

(] Miara kata pomiedzy tworzaca stozka a promieniem podstawy wynosi 45°.
(] Miara kata pomiedzy tworzaca stozka a promieniem podstawy wynosi 60°.

0 Dtugos¢ tworzacej stozka z rysunku jest dwa razy wieksza od dtugosci promienia
podstawy.

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli w stozku dtugosc tworzacej jest trzy razy wieksza od promienia podstawy, to kat

______________

..............

\ 60°

\ 19°

\ 15°

\ 30°

\ 75°

\71°




Cwiczenie 5
Jezeli pole podstawy stozka wynosi 87, a kat miedzy tworzaca stozka a promieniem podstawy
ma miare 60°, to wysoko$¢ stozka ma dtugos¢:

O 22
O 26

O 43

Cwiczenie 6
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Jezeli przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoboczny, to kat rozwarcia stozka ma miare

’stopni.

Jezeli przekrojem osiowym stozka jest trojkat prostokatny rownoramienny, to kat rozwarcia

stozka ma miare‘ ’stopni.

Jezeli przekrojem osiowym stozka jest tréjkat rownoramienny o kacie przy podstawie 40

stopni, to kat rozwarcia stozka ma miare‘ stopni.

Cwiczenie 7 @

Oblicz miare kata rozwarcia stozka, w ktérym promien podstawy ma dtugos¢ 6, a tworzaca
dtugosc 8.

Cwiczenie 8 @

Kat rozwarcia stozka ma miare a, a pole tréjkata o bokach [, [ i 2r, gdzie [ jest dtugoscia
tworzacej stozka, a r dtugoscia promienia podstawy, jest rowne S.

Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy odcinkami w stozku

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony 2) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupéw prawidtowych oraz oblicza ich
pola, takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne::
Uczen:

 rozpoznaje katy miedzy odcinkami w stozku;

» uzywa funkcji trygonometrycznych do wyznaczania miar katow miedzy odcinkami
w stozku;

» wykorzystuje miary katow miedzy odcinkami w stozku do wyznaczania dtugosci tych
odcinkow;

 stosuje poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



dyskusija;
liga zadaniowa;

metoda kota i myszy;

burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajacg w temat: , Katy miedzy odcinkami
w stozku”, nawigzuje do wiedzy uczniow z poprzednich lekcji. Przedstawia cel oraz
kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”;
zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5 z sekcji ,Sprawdz sie”
Po zakonczeniu kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie ma
forum klasy.

5. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda kot
i mysz. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc¢.
Po 2 nieudanych probach kot ,lapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej
- role uczniow odwracaja sie i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Bryly obrotowe - stozek
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ na lekc;ji jako
podsumowanie i utrwalenie umiejetnosci w zakresie wyznaczania katow miedzy
odcinkami w stozku.


https://epodreczniki.pl/a/bryly-obrotowe---stozek/Dajy7psdP

