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Zrédto: sraone, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Dzieki twierdzeniu Pitagorasa umiemy znalez¢ dtugo$¢ boku trojkata znajac dlugosci
pozostalych bokéw. Wiedzac, ze suma miar katow w trojkgcie wynosi 180° umiemy znalez¢
miare kata znajgc miary pozostatych katow tego trojkata. A jesli w trojkacie prostokgtnym
bedziemy zna¢ dlugos¢ jedego boku i miare jednego kata ostrego? Wtedy z pomocg
przychodzi trygonometria! Wykorzystujac trygonometri¢ umiemy rowniez znalez¢ miary
katow trojkata znajac dlugosci jego bokow. Obliczanie dlugosci bokow oraz miary katow
trojkata nazywamy rozwigzywaniem trojkata.

Twoje cele

e Obliczysz miary katow i bokow trojkata prostokatnego majac dane dlugosci dwoch
bokow.

e Obliczysz miary katow i bokow trojkata prostokatnego majac dang dlugosc¢ jednego
boku oraz miare jednego kata.




Przeczytaj
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Rozwigza¢ trojkat oznacza poda¢ dlugosci wszystkich jego bokow i miary wszystkich katow.

Przypomnijmy najwazniejsze informacje o trojkatach. Wykorzystamy je przy rozwigzywaniu
trojkatow.

Przyjmujac oznaczenia jak na powyzszym rysunku mozemy sformutowac¢ nastepujace
twierdzenia:

1. Twierdzenie Pitagorasa:
Twierdzenie: Twierdzenie Pitagorasa
a2 + b2 = 2
2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego:

sina = &
C
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3. Twierdzenie o sumie miar katow w trojkacie:

o+ B+~v=180"

4. Cechy przystawania trojkatow:
o Ibok, bok, bok - przystawanie odpowiednich bokow,
o II'bok, kat, bok - przystawanie dwoch par bokéw i kata miedzy nimi,
o III kat, bok, kat - przystawanie dwoch katoéw i boku pomiedzy nimi.

Przyktad 1

Rozwigzemy trojkat prostokatny, w ktorym jedna z przyprostokatnych ma miare 5
a przeciwprostokatna miare 13.

Rozwigzanie:

Zaczniemy od znalezienia dtugosci drugiej przyprostokatnej. W tym celu skorzystamy
z twierdzenia Pitagorasa:



Pozostaje znalezienie miar katow trojkata.
Skorzystamy z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych:

. _ 5
sina = 33 ~ 0,38

AL
0 | 0,0000 | 0,0000 | 90
1 | 0,0175 | 0,0175 | 89
2 10,0349 | 0,0349 | 88
3 | 0,0523 | 0,0524 | 87

18 [ 0,3090 | 0,3249 | 72
19 | 03256 | 0,3443 | 71
20 | 0,3420 | 0,3640 | 70
21 | 0,3584 | 0,3839 | 69
22 10,3746 \0,4040 | 68
23 (0,3007 [)0,4245 | 67

O —

Zatem
a~r22°af=180"—(90° +a) ~ 180" — 112" = 68"
OdpowiedZ:

Omawiany trojkat ma boki dtugosci 5, 121 13 oraz katy o mierze 90

°,22°168"°.



Przyktad 2

Rozwigzemy trojkat prostokatny, w ktorym jedna z przyprostokgtnych ma miare 2 a kat
naprzeciwko tego boku ma miare a = 25°.

Rozwiazanie:

Zaczniemy od znalezienie miary drugiego kata ostrego 8 = 90" — 25" = 65".

Aby znalez¢ dlugosci bokow trojkata skorzystamy z tablicy funkcji trygonometrycznych.

o1 Sina o
of)| weg | tea | AL
0 | 0,0000 | 0,0000 | 90
1 | 0,075 0,0175 | 89

23 [ 0,3907 | 0,4245 | 67
94 | 0,4067 | 0,4452 | 66

p——

25 SO,42262 0,4663 | 65

sin25° ~ 0,42 = 2

Zatem ¢ ~ 0’% = 4,76.

Dlugo$¢ boku b mozna obliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa:

b2 = 4,76 — 2% ~ 22,66 — 4 = 18,66, wiec b ~ 4, 32.

Odpowiedz:

Omawiany trojkat ma boki dtugosci 2, 4,32 i 4, 76 oraz katy o mierze 90°,25° 1 75°.

Przyktad 3
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Rozwigzemy trojkat wiedzgc, ze najkrotszy bok trojkata prostokatnego ma dtugosc 10
oraz jeden z katow ostrych tego trojkgta ma miare 5 razy wiekszg niz drugi.

Rozwiazanie:

Oznaczmy miare mniejszego kata jako a. Wowczas a 4+ 5a = 90°, wiec a = 15°. Na
przeciwko najmniejszego kata trojkgta mamy najkrotszy bok. Zatem

sina =sin15" = % ~ 0, 2588. Stad c ~ 38, 64. Pozostaje nam obliczy¢ dlugos¢ dluzszej
przyprostokatnej: 10% + b? = 38, 642, czyli b* ~ 1393, 05

b~ 37,32.

Odpowiedz:

Omawiany trojkat ma boki dtugosci 10, 37,321 38, 64 oraz katy o mierze 907,15 i 75°.

Zwro¢my uwage, ze znajac jedynie miare katow trojkata nie jesteSmy w stanie go rozwigzac
- trojkaty o takich samych miarach katow nie sg przystajgce a podobne.

Przyktad 4

Wiedzac, ze jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego ma miare 57° oraz ze obwod
tego trojkata wynosi 100 rozwigzemy ten trojkat.

Rozwiazanie:

Zaczniemy od obliczenia miary drugiego kata ostrego: 90° — 57° = 33°. Oznaczmy
dtugosci bokow tréjkata jako a < b < ¢. Zachodzg rownosci: tg57° = %, sinb7” = %
oraz a + b + ¢ = 100. Korzystajac z tablic funkcji trygonometrycznych oraz wyznaczajgc
a i c zdwoch pierwszych rownan otrzymujemy: T%z; +b+ 0,% = 100, po zsumowaniu:

2,84b = 100, wigc b ~ 35,2, a ~ 335 ~ 22,9 orazc ~ g3r = 41,9.

Odpowiedz:

Przyblizowne dtugosci bokow omawianego trojkata, to 22,9, 35,21 41,9 a przyblizone
miary jego katow, to 90°,33° i 57°.

Przyktad 5

W trojkacie prostokgtnym wysokos¢ o dtugosci 2v/2 opuszczona z wierzchotka kata
prostego dzieli podstawe na dwa odcinki, z ktorych jeden jest dwa razy dtuzszy od
drugiego. Rozwigzemy ten trojkat.

Rozwiazanie:

Sporzadzimy rysunek pomocniczy:




Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zauwazmy, ze ADC~BDC, zatem 22\% = 2;/5 :

wiec 2z? = 8, z = 2. Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta ADC
otrzymujemy, ze 2% + (2\/5)2 — b%, wiec b = 2V/3. Pozostaje zauwazy¢, ze ¢ = 6 oraz
ponownie skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa, tym razem dla trojkata ABC"

a? + (2\/ §) g 62, wiec a = 2+/6. Znajdziemy teraz miary katow ostrych tego trojkata
korzystajagc np. z rownosci tga = 27‘/5 = /2. Korzystajac z tablic funkcii
trygonometrycznych ustalamy, ze a ~ 55°, wiec 8 ~ 35°.

Odpowiedz:

Omawiany trojkat ma boki dtugosci 24/3,24/6i 6 oraz katy o mierze 90°, okoto 35°
i okoto 55°.

Stownik

rozwiaza¢ trojkat prostokatny

podac¢ dlugosci wszystkich jego bokéw i miary wszystkich katow
funkcje trygonometryczne kata ostrego a

zaleznoS$ci miedzy dtugosciami bokow w trojkacie prostokgtnym, w ktérym jeden z katow
ma miare o




Symulacja interaktywna

Polecenie 1

W symulacji, ktérg widzisz ponizej podsumujemy wszystko, o czym powiniene$ pamietac
rozwigzujac tréjkaty prostokatne. Zapoznaj sie uwaznie z tym materiatem a nastepnie rozwiaz
samodzielnie polecenia pod symulacja.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D1Awv710OH


https://zpe.gov.pl/a/D1Awv71OH

Polecenie 2

Wiedzac, ze cos 38° ~ 0, 79 rozwiaz trojkat prostokatny, w ktérym bok naprzeciwko kata 38°
ma dtugosc¢ 3 cm. Nie korzystaj z tablic.

Polecenie 3

Wiedzac, ze tg 47" =~ 1,07 rozwiaz trojkat prostokatny, w ktérym przeciwprostokatna ma
dtugosé 5 cm a jeden z katéw ostrych miare 47°. Nie korzystaj z tablic.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wiadomo, ze w trojkacie prostokatnym ABC : |AB| = 2,
tga = 2, 5. Zatem bok BC ma dtugosé¢

<JABC| =90,

<BCA| = a,

0 f
O 4
O 5

O 0,8

Cwiczenie 2 @)

W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dtugosc 4, a cosinus kata ostrego
lezacego przy tej przyprostokatnej jest rowny 0, 2. Przeciwprostokatna w tym tréjkacie ma
dtugosc

(O 10
O 2410
O 20

O 4v5




Cwiczenie 3 ©)

Przekatna prostokata dtugosci 10 jest nachylona do dtuzszego boku pod katem ostrym «
takim, ze sin @ = %. Obwadd prostokata jest rowny

O 14
O 8
O 12

O 28



Cwiczenie 4 Q@

Korzystajac z informacji przedstawionych na ponizszym rysunku wskaz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

3 cm

5 cm

B~ 53°

o~ 37°

c~ 95,83cm

c=4cm

a~ 31°

c=+v34cm

o o o o o O O

B~ 31°



Cwiczenie 5

Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 62° a jeden z jego bokéw ma dtugosé
9. Jaki moze by¢ obwéd tego tréjkata?

) 45,1

38,77

23,92

21,17

o o 0O 4

27,53

Cwiczenie 6
Cwiczenie 7
Cwiczenie 8 @

Uzupetnij tekst przeciagajac odpowiedz we wtasciwe miejsce. Mozesz tez klikna¢ w luke, aby
wyswietli¢ liste i wybrac prawidtowa odpowiedz.

W réwnolegtoboku boki maja dtugosci 10 cm i 6 cm, a pole jest réwne 20 cm?. Zatem krétsza

cim.

\5,66”4,34]@@ 4v2|[2]/10-4v2




Cwiczenie 9 @

W okrag o promieniu 3 wpisano trojkat tak, ze jeden z bokéw trojkata lezy na srednicy okregu.
Sinus jednego z katéw ostrych w tym trojkacie jest rowny % Oblicz pole tego tréjkata i wskaz
prawidtowa odpowiedz.

O 43
O 45
O 8V3

O 8v5



Dla nauczyciela

Autor: Julia Wodka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokoéw przy odpowiednich danych (rozwigzuje
trojkaty)

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii.
Cele operacyjne:

Uczen:

 oblicza miary katow i bokow trojkata prostokatnego majgc dane dlugosci dwoch bokow,
 oblicza miary katow i bokow trojkata prostokatnego majac dang dtugosc jednego boku
oraz miar¢ jednego kata.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedq poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Rozwigzywanie trojkgtow prostokgtnych”
i celow lekciji. Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie analizujg Symulacj¢ interaktywna, a nastepnie rozwigzuja
samodzielnie polecenia z nig zwigzane. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci,
ktore pojawily sie po zapoznaniu si¢ z materiatem.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:



e Obliczanie dtugosci bokow w trojkacie prostokgtnym
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna wykorzystac jako material, stuzacy powtorzeniu materiatu
w temacie ,Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych”
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